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Ç�È�É�Ê�ËqÌcÍPÊ�ÌzËxÎqÏ2ÉZÐ�Ñ2ÉZÎ�ÌzÉ�Ò�È�ÉzËxÐ�ÓÔËPÕ�ÖE×ØÎ�ÕfÉcÍxÙ�×ØÚLÊ�ÉoÛ�ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊ6×ØÎbÒ#ÉZÐ�×�ËxÐ�Þ�Ü�Ëx×ØÎbÒAÝ�ÉZÒ�È�Ë7ßLÙ�ÕfËxÐUÎ�ËxÎLÊØ×ØÎ�ÉcÍPÐ
ÜLÐ#ËxÑ�Ð�ÍPÝ�Ý�×ØÎLÑâá!ÍxÙ�ßLÉZÏ2ÉZÊ�ËxÜ�ÉzßÔ×ØÎãÒ�È�É�Ü.ÍPÜ�ÉZÐ#ÙUÚqÓ'ä�Ê�Þ�å�ÍPæ7Ð�ÓèçZé�êxë�ì�í îxï6ÍPÎ�ß'ð�ÍPÝAÍxÙ�ÈL×ØÒ�Í1ÍPÎ�ß'ð�ÍPÚ�ÉñíØòcóPï�ô
Ç�È�ÉzÙ#ÉyÜ.ÍPÜ�ÉZÐ#Ù�Ù�È�ËcáèÍ�õ2öqõbà.Íxß�Ð�ÍPÒ�×�Ì3Ð�ÍPÒ#É3ËPÕ=Ê�Ë7ÌcÍPÊ4ÌzËxÎbÏ2ÉZÐ�Ñ2ÉZÎ�ÌzÉ�àLÎ�ßLÉZÐ�Ò�È�É3ÌZÊGÍxÙ#Ù#×�ÌcÍPÊ4ÍxÙ�Ù�àLÝ�ÜLÒ�×�ËxÎ�Ù�Ö�Ù#ÉzÌzËxÎ�ß
ËxÐ#ßLÉZÐ�Ù�à�÷AÌZ×�ÉZÎbÒ�ËxÜLÒ�×ØÝAÍPÊØ×ØÒiÓ ÌzËxÎ�ß�×ØÒ�×�ËxÎ�Ùcø�ÊØ×ØÎ�ÉcÍPÐ!×ØÎ�ßLÉZÜ�ÉZÎ�ßLÉZÎ�ÌzÉ�ËPÕSÒ�È�É9Ñ�Ð�Íxß�×�ÉZÎqÒ#Ù�ËPÕ4ÕEàLÎ�ÌZÒ�×�ËxÎ�Ù�ßLÉ�ù�ÎL×ØÎLÑUÒ�È�É
ÚL×ØÎ�ß�×ØÎLÑ�ÌzËxÎ�Ù�Ò�Ð�ÍP×ØÎbÒ#Ù�Ö�úJû�ü�ý�Û�ø�ÍPÎ�ß�Ù#Ò�Ð�×�ÌZÒyÌzËxÝ�ÜLÊ�ÉZÝ�ÉZÎqÒ�ÍPÐ�×ØÒ�Ó�Û�ôyÇ�È�É�Ù�Ò�à�ß�Ó�ËPÕþõ2öqÙ�àLÜ�ÉZÐ�ÊØ×ØÎ�ÉcÍPÐyÌzËxÎqÏ2ÉZÐ�Ñ2ÉZÎ�ÌzÉ
ÕfËxÐ�õbà.ÍxÙ#×�Þ�ÿ6ÉZá�Ò#ËxÎ�àLÜ�ß�ÍPÒ#ÉzÙ�×�Ù�Ð#ÉZÜ�ËxÐ�Ò#Ézß ×ØÎ�í � ï=ÍPÎ�ß�íØòcóWï�ô��LàLÐ�Ò�È�ÉZÐ�Ý�ËxÐ#É�ø��y×�ÌzÉZÎbÒ#É�ÍPÎ�ß��8Ð�×ØÑ�ÈbÒ�íØò	�WïSÜLÐ#ËoÏ2Ézß
Í�õ2öqõqà.Íxß�Ð�ÍPÒ�×�Ì�Ð�ÍPÒ#É�ËPÕ�ÌzËxÎqÏ2ÉZÐ�Ñ2ÉZÎ�ÌzÉ�ÕfËxÐ6ÍUÏ�ÍPÐ�×GÍPÎbÒyËPÕ5Ò�È�É�ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊº×ØÎbÒ#ÉZÐ�×�ËxÐ�Þ�Ü�Ëx×ØÎbÒ3Ý�ÉZÒ�È�Ëqß�àLÎ�ßLÉZÐ6ßLÉ�Þ
Ñ2ÉZÎ�ÉZÐ�ÍxÌZÓ ÖEÐ#ÉZÜLÊGÍxÌZ×ØÎLÑ�Ò�È�É�úSû�ü�ý;ÚbÓ�Ò�È�É�
ñÍPÎLÑbÍxÙ�ÍPÐ�×GÍPÎ7ö��LÐ#ËxÝ�Ëcá�×ØÒ
��ÌzËxÎ�Ù�Ò�Ð�ÍP×ØÎbÒ�õqà.ÍPÊØ×�ù.ÌcÍPÒ�×�ËxÎ(Û�ô8û�Î'Ò�È�ÉzÙ#É
ÍPÜLÜLÐ#Ë2ÍxÌ�È�ÉzÙcø.Ò�È�É�ÌzËxÐ�Ð#ÉzÙ�Ü�ËxÎ�ß�×ØÎLÑ ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊJ×ØÎqÒ#ÉZÐ�×�ËxÐ�Þ�Ü�Ëx×ØÎqÒyÝ�ÉZÒ�È�Ë7ß�ßLÉcÍPÊ�Ù9á�×ØÒ�È
Ò�È�É�Ý�àLÊØÒ�×ØÜLÊØ×�ÉZÐ#ÙyÍxÙ#Ù�ËqÌZ×�Þ
ÍPÒ#Ézß
Ò#Ë�Ú�ËxÒ�È�Ézõbà.ÍPÊØ×ØÒiÓ
ÍPÎ�ß
×ØÎ�Ézõqà.ÍPÊØ×ØÒ�Ó ÌzËxÎ�Ù#Ò�Ð�ÍP×ØÎbÒ#Ù�ÍxÙ!×ØÎ�ßLÉZÜ�ÉZÎ�ßLÉZÎqÒ�ÏxÍPÐ�×GÍPÚLÊ�ÉzÙoø�ÍPÎ�ßAÒ�È�ÉyÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊSÙ�Ò#ÉZÜ
×�ÙUÍ�ÿyÉZá�Ò#ËxÎ'Ù#Ò#ÉZÜ�ÕfËxÐ�Í Ü�ÉZÐ�Ò�àLÐ�Ú.ÍPÒ�×�ËxÎãËPÕ�Ò�È�É�ù�Ð#Ù�ÒUËxÐ#ßLÉZÐ�Î�ÉzÌzÉzÙ#Ù�ÍPÐ�Ó�ÌzËxÎ�ß�×ØÒ�×�ËxÎ�Ù�Õ�ËxÐ�ËxÜLÒ�×ØÝAÍPÊØ×ØÒ�Ó2ô�Ç�È�ÉzÙ#É
ÍPÜLÜLÐ#Ë2ÍxÌ�È�ÉzÙ�ÍPÐ#É�×ØÎ�Õ�ÉcÍxÙ#×ØÚLÊ�É�Ù#×ØÎ�ÌzÉ�ÕfÉcÍxÙ�×ØÚL×ØÊØ×ØÒiÓ2øSÌzËxÐ�Ð#ÉzÙ�Ü�ËxÎ�ß�×ØÎLÑ Ò#Ë
Ézõqà.ÍPÊØ×ØÒ�Ó8ÍPÎ�ß4ø�Ý�ËxÐ#ÉU×ØÝ�Ü�ËxÐ�Ò�ÍPÎbÒ�ÊØÓ2ø4Ò#Ë
×ØÎ�Þ
Ézõqà.ÍPÊØ×ØÒ�Ó8ÌzËxÎ�Ù�Ò�Ð�ÍP×ØÎqÒ#Ù
ÖEÐ�ÍPÒ�È�ÉZÐ�Ò�È.ÍPÎ1Ù�×ØÝ�ÜLÊ�É�Ú�ËxàLÎ�ßLÙ$Û�øJ×�Ù�ËxÎLÊØÓ�ÍxÌ#ÈL×�ÉZÏ2ÉzßÔÍxÙ�ÓqÝ�ÜLÒ#ËxÒ�×�ÌcÍPÊØÊØÓ2ô��6Ò�È�ÉZÐ�Ð�ÍPÒ#ÉzÙ�ËPÕ
ÌzËxÎqÏ2ÉZÐ�Ñ2ÉZÎ�ÌzÉ�ÕfËxÐ3ß�×��4ÉZÐ#ÉZÎbÒ�×ØÎqÒ#ÉZÐ�×�ËxÐ�Þ�Ü�Ëx×ØÎqÒ�Ý�ÉZÒ�È�Ë7ßLÙyÕ�ËxÐ3Î�ËxÎLÊØ×ØÎ�ÉcÍPÐ�ÜLÐ#ËxÑ�Ð�ÍPÝ�Ý�×ØÎLÑ
È.ÍzÏ2É�Ú�ÉzÉZÎ8ÉzÙ�Ò�ÍPÚLÊØ×�Ù�È�Ézß
×ØÎ�íØòZï�ø4í��Wï�øJí��oï�øSí��Wï�ø�ÍPÎ�ß�íØò�òZï�ô
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� ËxàLÊ�ß4ø��6Ð�Ú.ÍPÎSø���ÍPÐ�Ò#ÉZÎ.ÍxÉZÐcø�ÍPÎ�ß ÇJËx×ØÎbÒUí��WïS×ØÎbÏ2ÉzÙ#Ò�×ØÑbÍPÒ#Ézß
Ò�È�É3Ð�ÍPÒ#É�ËPÕ5ÌzËxÎbÏ2ÉZÐ�Ñ2ÉZÎ�ÌzÉ�ËPÕ�ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊJÊ�ËxÑxÞ
ÍPÐ�×ØÒ�ÈLÝ�×�ÌyÚ.ÍPÐ�Ð�×�ÉZÐ�×ØÎbÒ#ÉZÐ�×�ËxÐ�Þ�Ü�Ëx×ØÎbÒ�Ý�ÉZÒ�È�Ë7ßLÙ�Õ�ËxÐ!ÊØ×ØÎ�ÉcÍPÐ�Ézõbà.ÍPÊØ×ØÒiÓAÌzËxÎ�Ù�Ò�Ð�ÍP×ØÎqÒ#Ù�ÍPÎ�ß Ñ2ÉZÎ�ÉZÐ�ÍPÊ�×ØÎ�Ézõqà.ÍPÊØ×ØÒ�×�ÉzÙcô5Ç�È�É
Ê�ËxÑxÞ�Ú.ÍPÐ�Ð�×�ÉZÐ5ÍPÜLÜLÐ#Ë2ÍxÌ#È�ÝAÍP×ØÎbÒ�ÍP×ØÎ�ÙºÒ�È�É5×ØÒ#ÉZÐ�ÍPÒ#ÉzÙºÙ�Ò�Ð�×�ÌZÒ�ÊØÓ3ÕfÉcÍxÙ�×ØÚLÊ�É5á�×ØÒ�È�Ð#ÉzÙ#Ü�ÉzÌZÒSÒ#Ë�Ò�È�É�×ØÎ�Ézõqà.ÍPÊØ×ØÒ�Ó�ÌzËxÎ�Ù�Ò�Ð�ÍP×ØÎqÒ#Ùcø
ÍPÎ�ßâÒ�È�ÉAÝ�àLÊØÒ�×ØÜLÊØ×�ÉZÐ#Ù�ÌzËxÐ�Ð#ÉzÙ�Ü�ËxÎ�ß�×ØÎLÑ�Ò#Ë�Ò�È�É
Ézõbà.ÍPÊØ×ØÒ�×�ÉzÙ�ÍPÐ#É Ò�Ð#ÉcÍPÒ#Ézßâ×ØÝ�ÜLÊØ×�ÌZ×ØÒ�ÊØÓÔÍxÙ�ßLÉZÜ�ÉZÎ�ßLÉZÎbÒUÏ�ÍPÐ�×GÍPÚLÊ�ÉzÙcô
Ç�È�É�ÍPàLÒ�È�ËxÐ#Ù�ÜLÐ#ËoÏ2Ézßãõ�öqÙ#àLÜ�ÉZÐ�ÊØ×ØÎ�ÉcÍPÐ�ÌzËxÎqÏ2ÉZÐ�Ñ2ÉZÎ�ÌzÉ�ø�á�×ØÒ�È Í�Ð�ÍPÒ#É
Ò�È.ÍPÒ�ÝAÍcÓâÚ�É�Ì#È�Ë�Ù#ÉZÎ ÍPÐ�ÚL×ØÒ�Ð�ÍPÐ�×ØÊØÓãÌZÊ�Ë�Ù#É
Ò#Ë�õqà.Íxß�Ð�ÍPÒ�×�Ì�ôAå�ÍxÙ�×�ÌcÍPÊØÊØÓ2ø=Ò�È�ÉZÓ8Ù�Ò�à�ß�×�Ézß�ÌzËxÎ�ß�×ØÒ�×�ËxÎ�Ù�àLÎ�ßLÉZÐ�á�ÈL×�Ì#ÈÔÍ Ù�×ØÎLÑ�Ê�É�ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊ!ÿ6ÉZá�Ò#ËxÎâÙ�Ò#ÉZÜ�×�Ù
Ù�Ò�Ð�×�ÌZÒ�ÊØÓ ÕfÉcÍxÙ�×ØÚLÊ�É�ÍPÎ�ß�Ù�ÍPÒ�×�Ù�ù.ÉzÙ9ÍPÜLÜLÐ#ËxÜLÐ�×GÍPÒ#É�Ê�ËxÑxÞ�Ú.ÍPÐ�Ð�×�ÉZÐyÙ�àLÚLÜLÐ#ËxÚLÊ�ÉZÝ;Ò#ÉZÐ�Ý�×ØÎ.ÍPÒ�×�ËxÎñÌZÐ�×ØÒ#ÉZÐ�×GÍ�ô
ûiÎ�Ò�ÈL×�Ù9Ü.ÍPÜ�ÉZÐ�á!É�ÍPÎ.ÍPÊØÓ@�cÉ�Ò�È�É�Ð�ÍPÒ#É�ËPÕ5Ê�ËqÌcÍPÊJÌzËxÎqÏ2ÉZÐ�Ñ2ÉZÎ�ÌzÉUËPÕºÒ�È�É�Õ�ÉcÍxÙ�×ØÚLÊ�É�ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊ=×ØÎqÒ#ÉZÐ�×�ËxÐ�Þ�Ü�Ëx×ØÎqÒ

Ý�ÉZÒ�È�Ë7ß ÍPÊ�ËxÎLÑñÒ�È�É�ÊØ×ØÎ�ÉzÙ�ËPÕ6Ò�È�É ÍPÎ.ÍPÊØÓ7Ù�ÉzÙU×ØÎ í î2ï�ÍPÎ�ß íØòcóPï�ôâÇ�È�É ÍxÙ�Ü�ÉzÌZÒ�ÌzËxÎ�Ù�×�ßLÉZÐ#ÉzßÔ×�ÙUÒ�È.ÍPÒ�×ØÎ�Ézõqà.ÍPÊØ×ØÒ�Ó
ÌzËxÎ�Ù�Ò�Ð�ÍP×ØÎqÒ#Ù5ÍPÐ#É�Î�ËxÒ=ÌzËxÎqÏ2ÉZÐ�Ò#Ézß�×ØÎbÒ#ËyÉzõbà.ÍPÊØ×ØÒ�×�ÉzÙ=à�Ù�×ØÎLÑ6Ù#ÊGÍxÌ#æ�Ï�ÍPÐ�×GÍPÚLÊ�ÉzÙcô=Ç�È�É�Ý�ÉZÒ�È�Ë7ß�æ2ÉzÉZÜ�ÙºÙ�Ò�Ð�×�ÌZÒSÕfÉcÍxÙ�×ØÚL×ØÊØ×ØÒ�Ó
á�×ØÒ�È�Ð#ÉzÙ�Ü�ÉzÌZÒ9Ò#Ë�Ò�È�É�×ØÎ�Ézõqà.ÍPÊØ×ØÒ�Ó
ÌzËxÎ�Ù#Ò�Ð�ÍP×ØÎbÒ#Ùcô�Ç�È�É�ËxÒ�È�ÉZÐyÌzËxÝ�Ü�ËxÎ�ÉZÎqÒ#Ù6ËPÕ5Ò�È�É�ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊ=×ØÎqÒ#ÉZÐ�×�ËxÐ�Þ�Ü�Ëx×ØÎqÒ
Ý�ÉZÒ�È�Ë7ß�Ð#ÉZÝAÍP×ØÎ�ÉzÙ#Ù#ÉZÎqÒ�×GÍPÊØÊØÓ Ò�È�É�Ù�ÍPÝ�É���Ò�È�ÉyÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊºÙ�Ò#ÉZÜ�×�Ù�Í�ÿyÉZá�Ò#ËxÎ�Ù�Ò#ÉZÜ ËxÎ Ò�È�ÉyÜ�ÉZÐ�Ò�àLÐ�Ú�Ézß��	��Ç
ù�Ð#Ù�Ò�ËxÐ#ßLÉZÐ�ËxÜLÒ�×ØÝAÍPÊØ×ØÒ�Ó�ÌzËxÎ�ß�×ØÒ�×�ËxÎ�Ù�ÍPÎ�ß8Ò�È�É�ÏxÍPÐ�×�Ëxà�Ù�Ü.ÍPÐ�ÍPÝ�ÉZÒ#ÉZÐ#Ù�ÍPÐ#É�àLÜ�ß�ÍPÒ#Ézß'ÍPÜLÜLÐ#ËxÜLÐ�×GÍPÒ#ÉZÊØÓ�Ò#Ë ×ØÎ�ß�à�ÌzÉ
ÍAõ�öqõqà.Íxß�Ð�ÍPÒ�×�Ì�Ð�ÍPÒ#É�ËxÎ
Ò�È�É�Ù�Ézõbà�ÉZÎ�ÌzÉ�ËPÕ�ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊº×ØÒ#ÉZÐ�ÍPÒ#ÉzÙcô�Ç=Ë ËxàLÐ6æqÎ�Ëoá�Ê�Ézß�Ñ2É�Ò�ÈL×�Ù9×�Ù9Ò�È�É�ù�Ð#Ù�Ò�Ò�×ØÝ�É
õqà.Íxß�Ð�ÍPÒ�×�Ì�ÌzËxÎbÏ2ÉZÐ�Ñ2ÉZÎ�ÌzÉ6×�Ù5ÜLÐ#ËoÏ2ÉzßUÕ�ËxÐ5×ØÎqÒ#ÉZÐ�×�ËxÐ�Þ�Ü�Ëx×ØÎqÒ�Ý�ÉZÒ�È�Ë7ßLÙ5ÕfËxÐ5Ñ2ÉZÎ�ÉZÐ�ÍPÊ�Î�ËxÎLÊØ×ØÎ�ÉcÍPÐ�ÜLÐ#ËxÑ�Ð�ÍPÝ�Ý�×ØÎLÑ�á�È�ÉZÎ
×ØÎ�Ézõqà.ÍPÊØ×ØÒ�×�ÉzÙ6ÍPÐ#É�Ò�Ð#ÉcÍPÒ#Ézß
ß�×ØÐ#ÉzÌZÒ�ÊØÓ
á�×ØÒ�È�ËxàLÒ6Ò�È�É3×ØÎbÒ�Ð#Ë7ß�à�ÌZÒ�×�ËxÎ�ËPÕ5Ù�ÊGÍxÌ�æ Ï�ÍPÐ�×GÍPÚLÊ�ÉzÙcô

�6àLÐUá!ËxÐ�æâËxÎ'Ò�È�É�ÕfÉcÍxÙ�×ØÚLÊ�É
ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊ�×ØÎbÒ#ÉZÐ�×�ËxÐ�Þ�Ü�Ëx×ØÎbÒ�Ý�ÉZÒ�È�Ë7ßâá!ÍxÙUÝ�ËxÒ�×ØÏ�ÍPÒ#ÉzßâÚqÓ'ÍPÎãÍPÜLÜLÊØ×�ÌcÍPÒ�×�ËxÎ
Ò#ËâÎ�ËxÎLÊØ×ØÎ�ÉcÍPÐ�ÜLÐ#ËxÑ�Ð�ÍPÝ�Ý�×ØÎLÑ'ÜLÐ#ËxÚLÊ�ÉZÝ�Ù�ÍPÐ�×�Ù#×ØÎLÑ1Õ�Ð#ËxÝ ÌzËxÎqÏ2É�
 ß�×�Ù
��àLÎ�ÌZÒ�×ØÏ2É
ÜLÐ#ËxÑ�Ð�ÍPÝ�Ý�×ØÎLÑèí óWï�ô û�Î Ò�È�ÉzÙ#É
ÜLÐ#ËxÚLÊ�ÉZÝ�Ùcø(Ù#ËxÝ�É�ËPÕ�Ò�È�É3Õ�àLÎ�ÌZÒ�×�ËxÎ�Ù�Ý�×ØÑ�ÈbÒ6Î�ËxÒ�Ú�É�Ù�Ý�ËqËxÒ�È�ËxÐ�á�ÉZÊØÊ�Þ�ßLÉ�ù�Î�Ézß�×�Õ�ÌzÉZÐ�Ò�ÍP×ØÎ�×ØÎ�Ézõbà.ÍPÊØ×ØÒ�×�ÉzÙyÍPÐ#É�Î�ËxÒ
Ù�ÍPÒ�×�Ù�ù.Ézß�Ù�Ò�Ð�×�ÌZÒ�ÊØÓ2ô
Ç�È�É
ÝAÍPÒ#ÉZÐ�×GÍPÊ6ËPÕ3Ò�ÈL×�Ù�Ü.ÍPÜ�ÉZÐA×�Ù�ËxÐ�ÑbÍPÎL×N�cÉzß ×ØÎ Ò�È�É�ÕfËxÊØÊ�Ëcá�×ØÎLÑâá!ÍcÓ2ô ûiÎ��7ÉzÌZÒ�×�ËxÎ ó�øþá!É
ßLÉzÙ#ÌZÐ�×ØÚ�É Ò�È�É

ÕfÉcÍxÙ�×ØÚLÊ�É3ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊJ×ØÎqÒ#ÉZÐ�×�ËxÐ�Þ�Ü�Ëx×ØÎqÒ9Ý�ÉZÒ�È�Ë7ß ×ØÎ�ßLÉZÒ�ÍP×ØÊ�ô�Ç�È�É3Ý�ÉZÒ�È�Ë7ß ×�Ù�ÍPÎ.ÍPÊØÓ@�cÉzß ×ØÎ��7ÉzÌZÒ�×�ËxÎ ��ø�á�È�ÉZÐ#É�×ØÒ
×�ÙºÙ�È�Ëcá�ÎUÒ�È.ÍPÒ�Ò�È�É�×ØÒ#ÉZÐ�ÍPÒ#ÉzÙ5ÌzËxÎbÏ2ÉZÐ�Ñ2É!Ê�ËqÌcÍPÊØÊØÓ�á�×ØÒ�È�Í6õ2öqõbà.Íxß�Ð�ÍPÒ�×�Ì!Ð�ÍPÒ#É�×ØÎ�Ò�È�É�ÌcÍxÙ#É!ËPÕ.ÌzËxÎ�ÌcÍzÏ2É�×ØÎ�Ézõqà.ÍPÊØ×ØÒ�×�ÉzÙcô
Ç�È�É�ÍPÎ.ÍPÊØÓ�Ù�×�Ùy×ØÎ�ÌZÊØà�ßLÉzÙ3Ò�È�É�ÌcÍxÙ#É�á�È�ÉZÐ#É�Ò�È�É�Ù�Ò#ÉZÜñÊ�ÉZÎLÑ�Ò�È�×�Ù3ÌzËxÝ�ÜLàLÒ#Ézß�×ØÎ�É�
�ÍxÌZÒ�ÊØÓ2ô�Ç�È�É�Î�ËxÎ�ÌzËxÎ�ÌcÍcÏ2É�ÌcÍxÙ#É
×�Ùyß�×�Ù#ÌZà�Ù#Ù#Ézß�×ØÎ��7ÉzÌZÒ�×�ËxÎ�î�ôyÇ�È�É�Ð�ÍPÒ#É�Ð#ÉZÝAÍP×ØÎ�Ù3õ2öqõbà.Íxß�Ð�ÍPÒ�×�Ì�ÕfËxÐ6Î�ËxÎ�ÌzËxÎ�ÌcÍcÏ2ÉU×ØÎ�Ézõbà.ÍPÊØ×ØÒ�×�ÉzÙ�ÍxÙyÊ�ËxÎLÑ�ÍxÙ6Ò�È�É
ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ4ÌzËxÝ�Ü�ËxÎ�ÉZÎbÒ�ËPÕSÒ�È�É3Ù�Ò#ÉZÜ
×�Ù�ÍxÙ#ÓqÝ�ÜLÒ#ËxÒ�×�ÌcÍPÊØÊØÓ Î�ËxÎ�ËxÐ�Ò�È�ËxÑ2ËxÎ.ÍPÊ4Ò#Ë�Ò�È�ÉyÑ�Ð�Íxß�×�ÉZÎbÒ#Ù�ËPÕ=Ò�È�É�ÖEÎ�ËxÎ�ÌzËxÎ�ÌcÍcÏ2ÉoÛ
Õ�àLÎ�ÌZÒ�×�ËxÎ�Ù�ßLÉ�ù�ÎL×ØÎLÑ�Ò�È�É�ÚL×ØÎ�ß�×ØÎLÑ�×ØÎ�Ézõbà.ÍPÊØ×ØÒ�×�ÉzÙoô5Ç�È�É�Ü.ÍPÜ�ÉZÐ�×�ÙþÌzËxÎ�ÌZÊØà�ßLÉzß ×ØÎ��7ÉzÌZÒ�×�ËxÎ���á�×ØÒ�ÈAÐ#ÉZÝAÍPÐ�æ�Ù�ÍPÚ�ËxàLÒ
Ò�È�É�×ØÎqÒ#ÉZÐ#ÉzÙ�Ò6ÍPÎ�ß ÊØ×ØÝ�×ØÒ�ÍPÒ�×�ËxÎ�ËPÕºÒ�È�É�ÍPÎ.ÍPÊØÓ@�cÉzß�ÍPÜLÜLÐ#Ë2ÍxÌ�ÈSô

� �������������(Æ! #"$�&%�Á�Æ(')��"+*bÃ�Ä��,"�Æ#¿6À-��Á�Æ#Â�Á.*�%
Â�Æ#¿6À/')�ºÀ���Â�Ã

��É�ÌzËxÎ�Ù�×�ßLÉZÐ�Ò�È�É3Ñ2ÉZÎ�ÉZÐ�ÍPÊJÎ�ËxÎLÊØ×ØÎ�ÉcÍPÐ6ÜLÐ#ËxÑ�Ð�ÍPÝ�Ý�×ØÎLÑAÜLÐ#ËxÚLÊ�ÉZÝ á�Ð�×ØÒ�Ò#ÉZÎ�×ØÎ Ò�È�É3ÕfËxÐ�Ý

min f(x),

s.t. h(x) = 0,
Ö�òoÛ

g(x) ≤ 0,

á�È�ÉZÐ#É
f : IRn −→ IR

ø
h : IRn −→ IRmh

ø(ÍPÎ�ß
g : IRn −→ IRmg

ô�Ç�È�É�ÍxÙ#Ù�àLÝ�ÜLÒ�×�ËxÎ�Ù3ËxÎ
Ò�È�É�ß�×���ÉZÐ#ÉZÎqÒ�×GÍWÞ
ÚL×ØÊØ×ØÒiÓ
ËPÕ�Ò�È�ÉyÕEàLÎ�ÌZÒ�×�ËxÎ�Ù

f
ø
g
ø�ÍPÎ�ß

h
á�×ØÊØÊ4Ú�É3Ù�Ò�ÍPÒ#Ézß�ÊGÍPÒ#ÉZÐcô�Ç�È�É3ÎqàLÝ�Ú�ÉZÐ#Ù

mh

ÍPÎ�ß
mg

ÍPÐ#É�ÍxÙ#Ù#àLÝ�Ézß�Ò#ËUÚ�É
Ü�Ë�Ù�×ØÒ�×ØÏ2É�×ØÎqÒ#ÉZÑ2ÉZÐ#Ùcô9Ç�È�É�ÝAÍPÒ#ÉZÐ�×GÍPÊ5ËPÕ�Ò�ÈL×�Ù6Ü.ÍPÜ�ÉZÐ6Ð#ÉZÝAÍP×ØÎ�Ù6ÏxÍPÊØ×�ß
×ØÎ�Ò�È�É�ÌcÍxÙ#É�á�È�ÉZÐ#É�Ò�È�ÉZÐ#É�ÍPÐ#É�Î�ËAÉzõqà.ÍPÊØ×ØÒ�Ó
ÌzËxÎ�Ù�Ò�Ð�ÍP×ØÎqÒ#Ù�Ö

mh = 0
Û�ô

Ç�È�É�úJÍPÑ�Ð�ÍPÎLÑ2ÉcÍPÎ�Õ�àLÎ�ÌZÒ�×�ËxÎ ÕfËxÐ�ÜLÐ#ËxÚLÊ�ÉZÝ Ö�òoÛ!×�Ù
` : IRn+mh+mg −→ IR

ßLÉ�ù�Î�Ézß
ÚbÓ

`(x, y, z) = f(x) + h(x)>y + g(x)>z,

ó



á�È�ÉZÐ#É
x
ÍPÐ#É
Ò�È�É�ÜLÐ�×ØÝAÍPÊyÏxÍPÐ�×GÍPÚLÊ�ÉzÙ�ÍPÎ�ß Ò�È�É�Ü.ÍP×ØÐ

(y, z)
Ð#ÉZÜLÐ#ÉzÙ#ÉZÎqÒ#ÙAÒ�È�É�ß�à.ÍPÊ9Ï�ÍPÐ�×GÍPÚLÊ�ÉzÙñÖ�ËxÐ úJÍPÑ�Ð�ÍPÎLÑ2É

Ý�àLÊØÒ�×ØÜLÊØ×�ÉZÐ#Ù$Û�ôþÇ�È�É�Ñ�Ð�Íxß�×�ÉZÎqÒyÍPÎ�ß Ò�È�É��6ÉzÙ#Ù#×GÍPÎ�ËPÕ
`
á�×ØÒ�È Ð#ÉzÙ�Ü�ÉzÌZÒ9Ò#ËUÒ�È�É�ÜLÐ�×ØÝAÍPÊSÏ�ÍPÐ�×GÍPÚLÊ�ÉzÙ6ÍPÐ#É�Ñ�×ØÏ2ÉZÎ�ÚqÓ

∇x`(x, y, z) = ∇f(x) + ∇h(x) y + ∇g(x) z,

∇2
xx`(x, y, z) = ∇2f(x) +

mh
∑

j=1

yj∇
2hj(x) +

mg
∑

j=1

zj∇
2gj(x),

á�È�ÉZÎ�ÉZÏ2ÉZÐ
f
ø
g
ø(ÍPÎ�ß

h
ÍPÐ#É�ÌzËxÎqÒ�×ØÎbà�Ëxà�Ù�ÊØÓ�ß�×��4ÉZÐ#ÉZÎbÒ�×GÍPÚLÊ�ÉUÍPÒ

x
ô

Ç�È�É ��ÍPÐ�à�Ù�È7ö �3àLÈLÎ7öqÇSà�Ì�æ2ÉZÐAÖ
�	��Ç9Û!ù�Ð#Ù�Ò9ËxÐ#ßLÉZÐ�ÖEÎ�ÉzÌzÉzÙ#Ù�ÍPÐ�Ó ËxÜLÒ�×ØÝAÍPÊØ×ØÒ�Ó�Û�ÌzËxÎ�ß�×ØÒ�×�ËxÎ�Ù9ÕfËxÐ�ÜLÐ#ËxÚLÊ�ÉZÝ Ö�òoÛ
ÍPÐ#É�ßLÉzÙ�ÌZÐ�×ØÚ�Ézß�ÚqÓ

F0(x, y, z)
def
=





∇x`(x, y, z)
h(x)

−G(x)z



 = 0,

g(x) ≤ 0, z ≥ 0,

Öfó2Û

á�È�ÉZÐ#É
G(x) = diag(g(x))

ô��yÙ�á�É3á�×ØÊØÊSÙ�ÉzÉ6ÊGÍPÒ#ÉZÐcø�Ò�È�É3ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊS×ØÎbÒ#ÉZÐ�×�ËxÐ�Þ�Ü�Ëx×ØÎbÒyÝ�ÉZÒ�È�Ëqß�×�Ù�Ú.ÍxÙ�Ézß ËxÎ
Í
Ü�ÉZÐ�Ò�àLÐ�Ú.ÍPÒ�×�ËxÎ�ËPÕ�Ò�È�É�ÌzËxÎ�ß�×ØÒ�×�ËxÎ�Ù�Öfó2Û�ø�Ñ�×ØÏ2ÉZÎ�ÚbÓ

Fµ(x, y, z)
def
=





∇x`(x, y, z)
h(x)

−G(x)z − µe



 = 0,

g(x) ≤ 0, z ≥ 0,

á�È�ÉZÐ#É
µ
×�Ù�Í�Ü�Ë�Ù�×ØÒ�×ØÏ2É�Ù#ÌcÍPÊGÍPÐ�ÍPÎ�ß

e
×�Ù5Í�Ï2ÉzÌZÒ#ËxÐ5ËPÕ.ËxÎ�ÉzÙ�ËPÕ.ß�×ØÝ�ÉZÎ�Ù�×�ËxÎ

mg

ôºÿ6ËxÒ#ÉþÒ�È.ÍPÒcøPÕ�ËxÐ
ê = (0, 0, e>)> ∈

IRn+mh+mg
ø

Fµ(x, y, z) = F0(x, y, z) − µê.
Ö0�2Û

Ç�È�É
ÝAÍP×ØÎ Ü.ÍPÐ�Ò
ËPÕ3Ò�È�É�×ØÒ#ÉZÐ�ÍPÒ�×ØÏ2É�Ù�Ò#ÉZÜªËPÕ3Ò�È�É
ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊ6×ØÎqÒ#ÉZÐ�×�ËxÐ�Þ�Ü�Ëx×ØÎqÒ�Ý�ÉZÒ�È�ËqßªÌzËxÎ�Ù�×�Ù�Ò#Ù�ËPÕ�Ò�È�É
ÊØ×ØÎ�ÉcÍPÐ�×N�oÍPÒ�×�ËxÎ ËPÕSÒ�È�É6Ü�ÉZÐ�Ò�àLÐ�Ú�Ézß �	��Ç Ù�Ó�Ù�Ò#ÉZÝ�ô��6Î�É6ÌzËxÝ�ÜLàLÒ#ÉzÙ�Í�ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊ4Ù�Ò#ÉZÜ

∆w = (∆x,∆y,∆z)
ø

ÚqÓ
Ù#ËxÊØÏ7×ØÎLÑ�Ò�È�É�ÊØ×ØÎ�ÉcÍPÐ6Ù�Ó7Ù#Ò#ÉZÝ;ËPÕºÉzõqà.ÍPÒ�×�ËxÎ�Ù

F ′
µ(w) ∆w = −Fµ(w),

ÖEîqÛ
ÕfËxÐ�ù 
LÉzß

w = (x, y, z)
ÍPÎ�ß

µ > 0
øJá�È�ÉZÐ#É

F ′
µ(w)

×�Ù�Ò�È�É��bÍxÌzËxÚL×GÍPÎÔËPÕ
Fµ(w)

ô ÿyËxÒ�×�ÌzÉ�Ò�È.ÍPÒcø=ÕEÐ#ËxÝ Ö0�2Û�ø
F ′

µ(w)
×�Ù�ÍPÊ�Ù#Ë Ò�È�É��bÍxÌzËxÚL×GÍPÎ1ËPÕ

F0(w)
ô�Ç�È�É�ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊ�Ù�Ó�Ù�Ò#ÉZÝ ÖEîqÛ6ÌcÍPÎ�Ú�É�á�Ð�×ØÒ�Ò#ÉZÎñÚbÓ
ÚLÊ�Ë7Ì#æ�Ù3×ØÎ�Ò�È�É

ÕfËxÐ�Ý




∇2
xx`(x, y, z) ∇h(x) ∇g(x)
∇h(x)> 0 0

−Z∇g(x)> 0 −G(x)









∆x
∆y
∆z



 = −





∇x`(x, y, z)
h(x)

−G(x)z − µe



 ,
Ö �2Û

á�È�ÉZÐ#É
Z = diag(z)

ô

�Ë�Ù�Ò!ÏxÍPÐ�×GÍPÎqÒ#Ù�ËPÕSÒ�È�É6ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊ�×ØÎqÒ#ÉZÐ�×�ËxÐ�Þ�Ü�Ëx×ØÎqÒ�Ý�ÉZÒ�È�Ëqß æ2ÉzÉZÜ
Ü�Ë�Ù�×ØÒ�×ØÏ2É3ÍPÊØÊ�Ò�È�É6Ï�ÍPÐ�×GÍPÚLÊ�ÉzÙ�Ù�àLÚ ��ÉzÌZÒ�Ò#Ë

Î�ËxÎLÎ�ÉZÑbÍPÒ�×ØÏ7×ØÒ�Ó
ÌzËxÎ�Ù#Ò�Ð�ÍP×ØÎbÒ#Ùcô!û�Î�ËxàLÐ9ÌcÍxÙ#É�ø�×ØÒ9Ý�ÉcÍPÎ�Ù�æ2ÉzÉZÜL×ØÎLÑAÒ�È�É�Ý�àLÊØÒ�×ØÜLÊØ×�ÉZÐ#Ù
z
Ü�Ë�Ù�×ØÒ�×ØÏ2É�ô�Ç�È�É�Ü.ÍPÐ�ÍPÝ�ÉZÒ#ÉZÐ

µ
×�Ù3ß�Ð�×ØÏ2ÉZÎ8Ò#Ëx�cÉZÐ#Ë�ÍxÙ#ÓqÝ�ÜLÒ#ËxÒ�×�ÌcÍPÊØÊØÓ2ô �q×ØÎ�ÌzÉUá�É�ÍPÐ#ÉUÊ�Ë7Ëxæq×ØÎLÑ�ÍPÒ3Ò�È�É�Õ�ÉcÍxÙ#×ØÚLÊ�É�Ï�ÍPÐ�×GÍPÎbÒ�ËPÕ!Ò�È�É�ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊ
×ØÎqÒ#ÉZÐ�×�ËxÐ�Þ�Ü�Ëx×ØÎqÒyÝ�ÉZÒ�È�Ë7ß4ø�á!É�Ý�à�Ù�ÒyÍPÊ�Ù�Ë�æ2ÉzÉZÜ

g(x)
Î�ÉZÑbÍPÒ�×ØÏ2É�Ò�ÈLÐ#ËxàLÑ�È�ËxàLÒ3Ò�È�É�×ØÒ#ÉZÐ�ÍPÒ�×�ËxÎ�Ùoô�Ç�È�É�ÝAÍP×ØÎ�Ù#Ò#ÉZÜ�Ù

ËPÕ�Ò�ÈL×�Ù�Õ�ÉcÍxÙ#×ØÚLÊ�ÉAÏ�ÍPÐ�×GÍPÎbÒ�ÍPÐ#É ßLÉzÙ�ÌZÐ�×ØÚ�ÉzßâÚ�ÉZÊ�Ëoá ×ØÎ��6ÊØÑ2ËxÐ�×ØÒ�ÈLÝ ó�ôØò�ô ��ËxÐ�Ò�È�É ÜLàLÐ�Ü�Ë�Ù#ÉAËPÕ6ÍPÎ.ÍPÊØÓ@�z×ØÎLÑñÊ�ËqÌcÍPÊ
ÌzËxÎqÏ2ÉZÐ�Ñ2ÉZÎ�ÌzÉ�ø.á!É�ßLËUÎ�ËxÒ�×ØÎ�ÌZÊØà�ßLÉ�ÍPÎqÓ
Ù#Ò#ËxÜLÜL×ØÎLÑAÌZÐ�×ØÒ#ÉZÐ�×�ËxÎSô

�



���������	��

�������������������
�� !���#"��	���$�%�'&)(!*��%�+��,-
.���/�����
&)"0�-��,-
1�2�3

����(+��4
ü�È�Ë7Ë�Ù#É�ÍPÎ�×ØÎL×ØÒ�×GÍPÊSÜ�Ëx×ØÎbÒ

w0 = (x0, y0, z0)
á�×ØÒ�È

g(x0) < 0
ÍPÎ�ß

z0 > 0
ô

��ËxÐ
k = 0, 1, 2, . . .

5�
.�6"7��� ü�È�Ë7Ë�Ù#É3Ò�È�É�Ü.ÍPÐ�ÍPÝ�ÉZÒ#ÉZÐ
µk

ô
5�
.�6"8��� ü!ËxÝ�ÜLàLÒ#É�Ò�È�É�Ù#ËxÊØàLÒ�×�ËxÎ

∆wk = (∆xk,∆yk,∆zk)
ËPÕ5Ò�È�É�Ù�Ó�Ù�Ò#ÉZÝ Ö �2Û�ø�Õ�ËxÐ

x = xk

ø
y = yk

ø.ÍPÎ�ß
z = zk

ô
5�
.�6":9�� ü!ËxÝ�ÜLàLÒ#É�Í�Ü�Ë�Ù�×ØÒ�×ØÏ2É�Ù#Ò#ÉZÜ Ê�ÉZÎLÑ�Ò�È

αk

Ù�à�Ì�È�Ò�È.ÍPÒ

g(xk + αk∆xk) < 0
ÍPÎ�ß

zk + αk∆zk > 0.
Ö �2Û

5�
.�6"<;=�?> É�ù�Î�É�Ò�È�É�Î�É�
�Ò�×ØÒ#ÉZÐ�ÍPÒ#É
wk+1 = (xk+1, yk+1, zk+1)

ÍxÌzÌzËxÐ#ß�×ØÎLÑ�Ò#Ë �

wk+1 = wk + αk∆wk.
Ö ��Û

�q×ØÎ�ÌzÉ�Ò�È�É�Ù�Ò#ÉZÜ�Ù�×N�cÉ
αk

Ý�à�Ù�Ò9Ù�ÍPÒ�×�Ù�ÕEÓ8Ö �2Û�Ò�ÈLÐ#ËxàLÑ�È�ËxàLÒ9Ò�È�É�×ØÒ#ÉZÐ�ÍPÒ�×�ËxÎ�Ùoø�á�É�á�×ØÊØÊ4×ØÝ�Ü�Ë�Ù#É�Ò�È.ÍPÒ

αk = min

{

1, τk min
i=1,...,mg

{

−
(zk)i

(∆zk)i
: (∆zk)i < 0

}

, τk min
i=1,...,mg

ᾱi
k

}

,
Ö � Û

á�È�ÉZÐ#É
ᾱi

k ≤ min {α : gi(xk + α∆xk) = 0, α > 0} , i = 1, . . . ,mg.
Ö0�2Û

� È�ÉZÎ�ÉZÏ2ÉZÐ�Ò�È�É�Ý�×ØÎL×ØÝ�àLÝ ×�Ù�Î�ËxÒ6ÍxÌ�ÈL×�ÉZÏ2Ézß4ø�×ØÒ�×�Ù9ÍxÙ�Ù�àLÝ�Ézß ÚbÓ ÌzËxÎqÏ2ÉZÎbÒ�×�ËxÎ�Ò�È.ÍPÒ�×ØÒ�×�Ù�Ù#ÉZÒ�Ò#Ë
+∞
ô

��É�ËxÚ�Ù�ÉZÐ�Ï2É!ù�Ð#Ù�Ò5Ò�È.ÍPÒ5á�È�ÉZÎ�Ò�È�É�×ØÎ�Ézõbà.ÍPÊØ×ØÒiÓ�ÌzËxÎ�Ù#Ò�Ð�ÍP×ØÎbÒ#Ù�ÍPÐ#É�ËPÕ�Ò�È�É�Ù�×ØÝ�ÜLÊ�É�Ú�ËxàLÎ�ßUÒ�Ó7Ü�É�Ö
−x ≤ 0

Û�ø2Ò�È�É
Ì�È�Ëx×�ÌzÉ�ÕfËxÐ

αk

×�Ù�ËPÕ�Ò�È�É�Ò�Ó7Ü�É�Ñ�×ØÏ2ÉZÎ ÍPÚ�ËoÏ2É�á�×ØÒ�È�Ò�È�É�×ØÎ�Ézõqà.ÍPÊØ×ØÒ�×�ÉzÙ�×ØÎ
Ö0�2Û�Ù�ÍPÒ�×�Ù�ù.ÉzßAÍxÙþÉzõbà.ÍPÊØ×ØÒ�×�ÉzÙcô�ûiÎ�Ñ2ÉZÎ�ÉZÐ�ÍPÊ�ø
á�È�ÉZÎ�Ò�È�É�Õ�àLÎ�ÌZÒ�×�ËxÎ�Ù�ßLÉ�ù�ÎL×ØÎLÑ�Ò�È�É�×ØÎ�Ézõbà.ÍPÊØ×ØÒiÓñÌzËxÎ�Ù#Ò�Ð�ÍP×ØÎbÒ#Ù�ÍPÐ#ÉUÎ�ËxÎLÊØ×ØÎ�ÉcÍPÐcø=×ØÒ�Ý�×ØÑ�ÈbÒ�Ú�É�ÌzËxÝ�ÜLàLÒ�ÍPÒ�×�ËxÎ.ÍPÊØÊØÓ
É�
�Ü�ÉZÎ�Ù#×ØÏ2É3Ò#ËAÍxÌZÒ�à.ÍPÊØÊØÓ ßLÉZÒ#ÉZÐ�Ý�×ØÎ�É�Ò�È�É�Ù�Ò#ÉZÜ�Ê�ÉZÎLÑ�Ò�È�Ù

ᾱi
k

Ù�à�Ì�È Ò�È.ÍPÒ

ᾱi
k = min {α : gi(xk + α∆xk) = 0, α > 0} , i = 1, . . . ,mg.

Ö�ò	�2Û
�6Î�Ò�È�ÉyËxÒ�È�ÉZÐ�È.ÍPÎ�ß4øqÒ#Ë�Ñ2ÉZÒ�Í�ÕfÍxÙ�Ò!Ð�ÍPÒ#É3ËPÕJÊ�Ë7ÌcÍPÊ�ÌzËxÎqÏ2ÉZÐ�Ñ2ÉZÎ�ÌzÉ�ËxÎ�É3ÌcÍPÎLÎ�ËxÒ�ÌzËxÝ�ÜLàLÒ#É�Ù#Ò#ÉZÜ Ê�ÉZÎLÑ�Ò�È�Ù

ᾱi
k

Ò�È.ÍPÒ
ß�×��4ÉZÐ5Ò#ËqË3Ý�à�Ì#È�Õ�Ð#ËxÝ Ö�ò	�2Û�ô �6Ëoá�ÉZÏ2ÉZÐcøq×ØÒ5×�Ù5Ü�Ë�Ù#Ù�×ØÚLÊ�É!Ò#Ë�ÍPÊØÊ�ËcáªÍ3ÌzÉZÐ�Ò�ÍP×ØÎA×ØÎ�É�
LÍxÌZÒ�Î�ÉzÙ#Ù�×ØÎ�Ò�ÈL×�Ù�ÌzËxÝ�ÜLàLÒ�ÍPÒ�×�ËxÎSô
úSÉZÒ9à�Ù�ßLÉ�ù�Î�É�Ò�È�É�Ð#ÉzÙ�×�ß�à.ÍPÊ�Ù

ri
k

def
= gi(xk + ᾱi

k∆xk), i = 1, . . . ,mg.
��É�á�×ØÊØÊSÙ#È�ËcáèÒ�È.ÍPÒ�Ò�È�É�Õ�ÉcÍxÙ�×ØÚLÊ�É3ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊ=×ØÎbÒ#ÉZÐ�×�ËxÐ�Þ�Ü�Ëx×ØÎbÒyÝ�ÉZÒ�È�Ëqß�á�×ØÊØÊSÐ#ÉZÒ�ÍP×ØÎ�Ê�Ë7ÌcÍPÊSõ�öqõqà.Íxß�Ð�ÍPÒ�×�Ì�ÌzËxÎ�Þ
Ï2ÉZÐ�Ñ2ÉZÎ�ÌzÉ�ÍxÙ�Ê�ËxÎLÑAÍxÙ�Ò�È�É�Ð#ÉzÙ�×�ß�à.ÍPÊ�Ù

ri
k

Ù�ÍPÒ�×�Ù�Õ�ÓAÒ�È�É�ÌzËxÎ�ß�×ØÒ�×�ËxÎ

−ri
k ≤ min

{

σ(−gi(xk)),
−gi(xk)c1‖∆wk‖

1 + c1‖∆wk‖

}

, i = 1, . . . ,mg,
Ö�ò�òoÛ

á�È�ÉZÐ#É
σ ∈ (0, 1)

ÍPÎ�ß
c1 > 0

ÍPÐ#É�Ì�È�Ë�Ù#ÉZÎ�×ØÎ�ßLÉZÜ�ÉZÎ�ßLÉZÎbÒ�ÊØÓ�ËPÕ�Ò�È�É�×ØÒ#ÉZÐ�ÍPÒ�×�ËxÎ
ÌzËxàLÎqÒ#ÉZÐ
k
ô


�ËxÐ#ÉzËcÏ2ÉZÐcø�Ò#Ë�ÍxÌ#ÈL×�ÉZÏ2É�ÍAõ�öqõqà.Íxß�Ð�ÍPÒ�×�Ì�Ð�ÍPÒ#ÉUËPÕ�Ê�ËqÌcÍPÊ�ÌzËxÎbÏ2ÉZÐ�Ñ2ÉZÎ�ÌzÉ�ø4Ò�È�É�ÕfÉcÍxÙ�×ØÚLÊ�É�ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊ5×ØÎqÒ#ÉZÐ�×�ËxÐ�Þ
Ü�Ëx×ØÎbÒ�Ý�ÉZÒ�È�Ë7ß Ý�à�Ù�Ò�àLÜ�ß�ÍPÒ#É�Ò�È�É3Ü.ÍPÐ�ÍPÝ�ÉZÒ#ÉZÐ#Ù

τk

ÍPÎ�ß
µk

Ù�ÍPÒ�×�Ù�Õ�Óq×ØÎLÑ�Ò�È�É�ÌZÊGÍxÙ#Ù#×�ÌcÍPÊJÌzËxÎ�ß�×ØÒ�×�ËxÎ�Ù

1 − τk ≤ c2‖F0(wk)‖,
Ö�òcó2Û

µk ≤ c3‖F0(wk)‖
2,

Ö�ò	�2Û
á�È�ÉZÐ#É

c2

ÍPÎ�ß
c3

ÍPÐ#É�ÌzËxÎ�Ù�Ò�ÍPÎbÒ#Ù�×ØÎ�ßLÉZÜ�ÉZÎ�ßLÉZÎqÒ6ËPÕ
k
ô*��ÉzÌZÒ#ËxÐ9ÍPÎ�ß�ÝAÍPÒ�Ð�× 

Î�ËxÐ�Ý�Ù�×ØÎ Ò�ÈL×�Ù�Ü.ÍPÜ�ÉZÐ9ÍPÐ#É�Ì�È�Ë�Ù#ÉZÎ

Ò#ËUÚ�É3Ò�È�É�ä5à�ÌZÊØ×�ßLÉcÍPÎ�ËxÎ�ÉzÙcô

î



� � ¿ ��"��	�(Æ$� Â�� "#Â�Å ��" ÅºÂ�¿�����Á��,�5¿�Å �

��É�Ù�Ò�ÍPÐ�Ò�ÚbÓ ßLÉ�ù�ÎL×ØÎLÑ�Ò�È�É�ÌzËxÎ�ÌzÉZÜLÒ6ËPÕ�Í�Ù�Ò�Ð�×�ÌZÒ�ÊØÓ
Õ�ÉcÍxÙ#×ØÚLÊ�É3Î�ÉZ×ØÑ�ÈbÚ�ËxÐ�È�ËqË7ß�ÍPÐ#ËxàLÎ�ß�Í�Õ�ÉcÍxÙ�×ØÚLÊ�É�Ü�Ëx×ØÎqÒ
x∗

ô
�6àLÐ�Ñ2Ë2ÍPÊJ×�Ù�Ò#Ë�Ù�Ò�ÍPÒ#É�Ò�È�É�ÌzËxÎqÏ2ÉZÐ�Ñ2ÉZÎ�ÌzÉ�Ð#ÉzÙ�àLÊØÒ#ÙyÍPÎ�ß ßLÉZÏ2ÉZÊ�ËxÜ
Ò�È�É�ÌzËxÐ�Ð#ÉzÙ#Ü�ËxÎ�ß�×ØÎLÑ ÍPÎ.ÍPÊØÓ�Ù�×�Ù�×ØÎ
Ò�È�É�Ù�ÝAÍPÊØÊ�ÉzÙ�Ò
Ü�Ë�Ù#Ù�×ØÚLÊ�É3Ð#ÉZÑ�×�ËxÎ
ËPÕ�Ê�Ë7ÌcÍPÊJÙ�Ý�Ë7ËxÒ�ÈLÎ�ÉzÙ#Ù9ÍPÊØÊ�Ëcá!Ézß�ÚqÓ
Ò�È�É3×ØÎ�Ézõqà.ÍPÊØ×ØÒ�Ó�ÌzËxÎ�Ù#Ò�Ð�ÍP×ØÎbÒ#Ùcô
�yÙ�á!É�È.ÍzÏ2É�Ü�Ëx×ØÎqÒ#Ézß ËxàLÒAÚ�É�ÕfËxÐ#É�øþÒ�È�É ÜLÐ#ÉzÙ�ÉZÎbÒAá!ËxÐ�æÔá!ÍxÙ�ÍxÌZÒ�à.ÍPÊØÊØÓ'Ý�ËxÒ�×ØÏ�ÍPÒ#Ézß ÚqÓÔÒ�È�É
ÍPÜLÜLÊØ×�ÌcÍPÒ�×�ËxÎ

ËPÕ!Ò�È�ÉUÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊþ×ØÎbÒ#ÉZÐ�×�ËxÐ�Þ�Ü�Ëx×ØÎbÒ�Ý�ÉZÒ�È�ËqßñÒ#Ë�Î�ËxÎLÊØ×ØÎ�ÉcÍPÐ�ÜLÐ#ËxÑ�Ð�ÍPÝ�Ý�×ØÎLÑ
ÜLÐ#ËxÚLÊ�ÉZÝ�Ù�ÍPÐ�×�Ù�×ØÎLÑ�Õ�Ð#ËxÝ ÌzËxÎbÏ2É�

ß�×�Ù
��àLÎ�ÌZÒ�×ØÏ2É�ÜLÐ#ËxÑ�Ð�ÍPÝ�Ý�×ØÎLÑ í óPï�ô�Ç�È�ÉzÙ#É9ÜLÐ#ËxÚLÊ�ÉZÝ�Ù�É�
7ÈL×ØÚL×ØÒ�Í�Ê�Ë7ÌcÍPÊ.Ù�Ý�Ë7ËxÒ�ÈLÎ�ÉzÙ#ÙþÜ.ÍPÒ�Ò#ÉZÐ�Î
á�ÈL×�Ì#È
×�ÙþÙ#×ØÝ�×ØÊGÍPÐ�Ò#Ë
Ò�È�É�ËxÎ�É�ÍPÎ.ÍPÊØÓ@�cÉzß�×ØÎ
Ò�ÈL×�Ù6Ü.ÍPÜ�ÉZÐcô!å�ÍxÙ�×�ÌcÍPÊØÊØÓ2ø(Ò�È�É�Ð#ÉZÑ�×�ËxÎ�ËPÕ�Ù�Ý�ËqËxÒ�ÈLÎ�ÉzÙ�Ù9×�Ù9Ê�ËqÌcÍPÊØÊØÓ ÌzËxÎ�ù�Î�Ézß�Ò#Ë Í�Ù#Ò�Ð�×�ÌZÒ�ÊØÓ
ÕfÉcÍxÙ�×ØÚLÊ�É3Î�ÉZ×ØÑ�ÈbÚ�ËxÐ�È�Ë7Ëqß4ô
� �
	 ,!��

���-, 9=��� � ×ØÏ2ÉZÎ
Í�Õ�ÉcÍxÙ#×ØÚLÊ�É3Ü�Ëx×ØÎqÒ

x∗ ∈ IRn Ö h(x∗) = 0
ÍPÎ�ß

g(x∗) ≤ 0
Û�ø�á�É�Ù�ÍcÓ Ò�È.ÍPÒ

N (x∗; ε)
×�Ù

ÍUÙ�Ò�Ð�×�ÌZÒ�ÊØÓ
ÕfÉcÍxÙ�×ØÚLÊ�É3Î�ÉZ×ØÑ�ÈbÚ�ËxÐ�È�Ë7Ëqß�ËPÕ�Ù�×N�cÉ
ε > 0

ÌzÉZÎbÒ#ÉZÐ#Ézß�ÍPÒ
x∗

×�Õ

N (x∗; ε) = {x∗} ∪ {x ∈ IRn : ‖x − x∗‖ < ε and g(x) < 0}.

Ç�È�ÉUÊ�Ë7ÌcÍPÊ�ÌzËxÎbÏ2ÉZÐ�Ñ2ÉZÎ�ÌzÉAËPÕ!Ò�È�É�ÕfÉcÍxÙ�×ØÚLÊ�ÉUÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊ�×ØÎbÒ#ÉZÐ�×�ËxÐ�Þ�Ü�Ëx×ØÎbÒ�Ý�ÉZÒ�È�Ëqß�×�Ù�ÍPÎ.ÍPÊØÓ��cÉzß�ÍPÒ�Í Ü�Ëx×ØÎbÒ
x∗

Ù$ÍPÒ�×�Ù�ÕEÓ7×ØÎLÑ�Ò�È�É3ÕfËxÊØÊ�Ëcá�×ØÎLÑ�ÍxÙ#Ù�àLÝ�ÜLÒ�×�ËxÎ�Ùcô
��� �%4 Ç�È�É9Ù#ÉzÌzËxÎ�ß ËxÐ#ßLÉZÐþÜ.ÍPÐ�Ò�×GÍPÊ(ßLÉZÐ�×ØÏ�ÍPÒ�×ØÏ2ÉzÙ!ËPÕ�Ò�È�ÉzÙ�É�Õ�àLÎ�ÌZÒ�×�ËxÎ�ÙþÉ�
�×�Ù�Ò�ÍPÒ

x∗

ôºÇ�È�ÉZÐ#É6É�
7×�Ù#Ò#Ù�ÍPÎ
ε > 0
øbÙ�à�Ì�È

Ò�È.ÍPÒ6Ò�È�É�ÕEàLÎ�ÌZÒ�×�ËxÎ�Ù
f
ø
g
ø�ÍPÎ�ß

h
ÍPÐ#É�Ò�á�×�ÌzÉ�ÌzËxÎbÒ�×ØÎqà�Ëxà�Ù�ÊØÓ�ß�×��4ÉZÐ#ÉZÎbÒ�×GÍPÚLÊ�ÉU×ØÎ�Ò�È�É�Ù#ÉZÒ

N (x∗; ε)\{x∗}
ô


�ËxÐ#ÉzËoÏ2ÉZÐcø9Ò�È�ÉñÙ#ÉzÌzËxÎ�ß ËxÐ#ßLÉZÐ�Ü.ÍPÐ�Ò�×GÍPÊ3ßLÉZÐ�×ØÏ�ÍPÒ�×ØÏ2ÉzÙ ËPÕ
f
ø

g
øyÍPÎ�ß

h
ÍPÐ#Éñú4×ØÜ�Ù#Ì�ÈL×ØÒ
�8ÌzËxÎbÒ�×ØÎbà�Ëxà�Ù
×ØÎ

N (x∗; ε)
ô

��� �-4 Ç�È�ÉUÜ�Ëx×ØÎqÒ
x∗

×�ÙyÕfÉcÍxÙ�×ØÚLÊ�É�ÍPÎ�ßñÒ�È�ÉUÑ�Ð�Íxß�×�ÉZÎbÒ#Ù�ËPÕ�Ò�È�É�ÍxÌZÒ�×ØÏ2É�ÌzËxÎ�Ù�Ò�Ð�ÍP×ØÎqÒ#Ù�ÍPÐ#ÉUÊØ×ØÎ�ÉcÍPÐ�ÊØÓ�×ØÎ�ßLÉZÜ�ÉZÎ�ßLÉZÎqÒ
ÍPÒ

x∗
ô

����9�4 Ç�È�ÉZÐ#É�É�
�×�Ù�Ò�úJÍPÑ�Ð�ÍPÎLÑ2É�Ý�àLÊØÒ�×ØÜLÊØ×�ÉZÐ#Ù
y∗
ÍPÎ�ß

z∗
Ù�à�Ì�È
Ò�È.ÍPÒ

w∗ = (x∗, y∗, z∗)
Ù�ÍPÒ�×�Ù�ù.ÉzÙ�Ò�È�É3ù�Ð#Ù#Ò9ËxÐ#ßLÉZÐ

�	��Ç ÌzËxÎ�ß�×ØÒ�×�ËxÎ�Ù�ÍPÎ�ß�Ò�È�É9Ù#ÉzÌzËxÎ�ßAËxÐ#ßLÉZÐ�Ù�à�÷AÌZ×�ÉZÎqÒ�ÌzËxÎ�ß�×ØÒ�×�ËxÎ�Ù�ÍPÎ�ßAÙ�à�Ì�È�Ò�È.ÍPÒþÒ�È�É�Ü.ÍP×ØÐ
(−g(x∗), z∗)Ù�ÍPÒ�×�Ù�ù.ÉzÙ�Ò�È�É�Ù#Ò�Ð�×�ÌZÒ9ÌzËxÝ�ÜLÊ�ÉZÝ�ÉZÎbÒ�ÍPÐ�×ØÒiÓ
ÌzËxÎ�ß�×ØÒ�×�ËxÎ'Ö

−g(x∗) + z∗ > 0
Û�ô

�yÙ#Ù�àLÝ�ÜLÒ�×�ËxÎ�Ù �yóWÞ �9��ÍPÐ#É�Ò�È�É�ÌZÊGÍxÙ#Ù#×�ÌcÍPÊ.ÖEÎ�ËxÎ�ßLÉZÑ2ÉZÎ�ÉZÐ�ÍPÒ#ÉoÛJÍxÙ#Ù#àLÝ�ÜLÒ�×�ËxÎ�ÙSà�Ù#Ézß3Ò#Ë�Ê�Ë7ÌcÍPÊØÊØÓ�ÍPÎ.ÍPÊØÓ��cÉ5×ØÎqÒ#ÉZÐ�×�ËxÐ�Þ
Ü�Ëx×ØÎbÒ5Ý�ÉZÒ�È�Ë7ßLÙcôºÇ�È�É�ß�×���ÉZÐ#ÉZÎ�ÌzÉ!Õ�Ð#ËxÝ á�È.ÍPÒ�×�Ù5ÌZÊGÍxÙ#Ù�×�ÌcÍPÊØÊØÓ�ÍxÙ�Ù�àLÝ�ÉzßU×�ÙºÑ�×ØÏ2ÉZÎ�×ØÎ��6Ù#Ù#àLÝ�ÜLÒ�×�ËxÎ���ò�ôA��É�È.ÍzÏ2É
Ð#ÉzÙ�Ò�Ð�×�ÌZÒ#Ézß
Ò�È�É�Ù�Ý�Ë7ËxÒ�ÈLÎ�ÉzÙ#Ù6ËPÕ�Ò�È�É�ÕEàLÎ�ÌZÒ�×�ËxÎ�ÙyßLÉ�ù�ÎL×ØÎLÑAÒ�È�É�ÜLÐ#ËxÚLÊ�ÉZÝ Ò#Ë Í�Ù�Ò�Ð�×�ÌZÒ�ÊØÓ
Õ�ÉcÍxÙ�×ØÚLÊ�É�Î�ÉZ×ØÑ�ÈbÚ�ËxÐ�È�ËqË7ß
ÌzÉZÎqÒ#ÉZÐ#ÉzßâÍPÒ�Ò�È�ÉUÜ�Ëx×ØÎbÒ

x∗

øJÙ�×ØÎ�ÌzÉ�Ò�È�É�ÍPÜLÜLÊØ×�ÌcÍPÒ�×�ËxÎâËPÕ�Í Õ�ÉcÍxÙ#×ØÚLÊ�É�Ý�ÉZÒ�È�ËqßñÝ�×ØÑ�ÈqÒ�Ú�É�Ý�ËxÒ�×ØÏxÍPÒ#ÉzßñÕ�Ð#ËxÝ Ò�È�É
Õ�ÍxÌZÒ�Ò�È.ÍPÒ�Ò�È�É3Õ�àLÎ�ÌZÒ�×�ËxÎ�Ù�Ý�×ØÑ�ÈqÒ�Î�ËxÒ�Ú�É�ßLÉ�ù�Î�Ézß�ËxÐ�Ý�×ØÑ�ÈbÒ9Î�ËxÒ�Ú�É�Ù#Ý�ËqËxÒ�È
ËxàLÒ#Ù#×�ßLÉ�Ù�à�Ì#È�Ù�ÉZÒcô
ûiÒ�Ð#ÉzÙ�àLÊØÒ#ÙºÕ�Ð#ËxÝ �yÙ#Ù�àLÝ�ÜLÒ�×�ËxÎ��9�6Ò�È.ÍPÒ5Ò�È�É!Ý�àLÊØÒ�×ØÜLÊØ×�ÉZÐ#Ù�ÍxÙ�Ù#ËqÌZ×GÍPÒ#Ézß�Ò#Ë3Ò�È�É!×ØÎ�Ézõqà.ÍPÊØ×ØÒ�×�ÉzÙþÍPÐ#É�Î�ËxÎLÎ�ÉZÑbÍPÒ�×ØÏ2É

Ö
z∗ ≥ 0

Û�ÍPÎ�ß
ÍPÊ�Ù#ËUÒ�È.ÍPÒ
F0(w∗) = 0.

Ö�òZîqÛ
��É�Ð#ÉzÌcÍPÊØÊ�Î�ËcáÔÒ�È�É!Ú.ÍxÙ�×�Ì!Ù�Ý�ËqËxÒ�ÈLÎ�ÉzÙ�Ù=Ð#ÉzÙ#àLÊØÒ#Ù=Ò�È.ÍPÒ5ÍPÐ#É!Ð#ÉzõbàL×ØÐ#Ézß�×ØÎ�Ò�È�ÉþÜLÐ#Ë7ËPÕ(ËPÕ.Ò�È�É�Ê�Ë7ÌcÍPÊ7ÌzËxÎqÏ2ÉZÐ�Ñ2ÉZÎ�ÌzÉ

ËPÕ3Ò�È�É ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊy×ØÎbÒ#ÉZÐ�×�ËxÐ�Þ�Ü�Ëx×ØÎbÒ
Ý�ÉZÒ�È�Ëqß4ô �q×ØÎ�ÌzÉ á�É
ÍPÐ#É�×ØÎbÒ#ÉZÐ#ÉzÙ�Ò#Ézß ×ØÎ Ò�È�É�ÕfÉcÍxÙ�×ØÚLÊ�É Ï�ÍPÐ�×GÍPÎbÒ ËPÕ3Ò�ÈL×�Ù
Ý�ÉZÒ�È�Ë7ß4øLá�É�ÜLÐ#ÉzÙ#ÉZÎbÒ�Ò�È�ÉzÙ�É3Ð#ÉzÙ�àLÊØÒ#Ù�ËxÎLÊØÓ
Õ�ËxÐ�Ü�Ëx×ØÎbÒ#Ù9×ØÎ Ò�È�É�Ù�Ò�Ð�×�ÌZÒ�ÊØÓ Õ�ÉcÍxÙ�×ØÚLÊ�É3Î�ÉZ×ØÑ�ÈqÚ�ËxÐ�È�Ë7Ë7ß
ËPÕ

x∗
ÍxÙ#Ù�àLÐ#Ézß

ÚqÓ��6Ù#Ù#àLÝ�ÜLÒ�×�ËxÎ ��ò�ôA��É6É�
7Ò#ÉZÎ�ßAÎ�ËcáªÒ�ÈL×�ÙþÎ�ÉZ×ØÑ�ÈqÚ�ËxÐ�È�Ë7Ëqß Ò#Ë�ÍPÊØÊ(ÏxÍPÐ�×GÍPÚLÊ�ÉzÙ3ÖEÜLÐ�×ØÝAÍPÊ
x∗

ÍPÎ�ßAß�à.ÍPÊ
(y∗, z∗)

Û�ø
ßLÉ�ù�ÎL×ØÎLÑ�Ò�È�É�Ù#ÉZÒ

N (w∗; ε) = {w∗} ∪ {w = (x, y, z) ∈ IRn+mh+mg : ‖w − w∗‖ < ε and g(x) < 0},

á�È�ÉZÐ#É
w∗ = (x∗, y∗, z∗)

ôèÿyËxÒ#É Ò�È.ÍPÒ
Ò�È�É
É�
�×�Ù�Ò#ÉZÎ�ÌzÉ
ËPÕ�Ò�È�É
Ý�àLÊØÒ�×ØÜLÊØ×�ÉZÐ#Ù
y∗
ÍPÎ�ß

z∗
×�ÙAÑ�à.ÍPÐ�ÍPÎbÒ#ÉzÉzß ÚqÓ

�yÙ#Ù�àLÝ�ÜLÒ�×�ËxÎ�Ù �3óWÞ �9��ô�ü�Ê�ÉcÍPÐ�ÊØÓ2øL×�Õ
w = (x, y, z) ∈ N (w∗; ε)

Ò�È�ÉZÎ
x ∈ N (x∗; ε)
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‖F0(w
1) − F0(w

2)‖ ≤ γ‖w1 − w2‖,
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‖F ′
0(w

1) − F ′
0(w

2)‖ ≤ γ‖w1 − w2‖,

‖F0(w
1) − F0(w

2) − F ′
0(w

2)(w1 − w2)‖ ≤ 1

2
γ‖w1 − w2‖2,

Ö�ò �2Û
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0(w)
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N (w∗; εns)
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εns
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0 < εns < ε
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��Ð#ËxÝ;Ò�ÈL×�Ù�Ê�ÉZÝ�ÝAÍ�øL×ØÒ�×�Ù6ÍxÙ#Ù�àLÐ#Ézß Ò�È�É�É�
�×�Ù�Ò#ÉZÎ�ÌzÉ�ËPÕ�Í�ÌzËxÎ�Ù�Ò�ÍPÎqÒ

ζ > 0
Ù�à�Ì�È�Ò�È.ÍPÒ

‖F ′
0(w)−1‖ ≤ ζ,

Ö�òJ��Û
ÕfËxÐ�ÍPÊØÊ

w
×ØÎ

N (w∗; εns)
ô���ËxÐ�Ù�à�Ì�È�Ü�Ëx×ØÎqÒ#Ù

w
øJÒ�È�ÉUÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊ�Ù�Ò#ÉZÜ

∆w
Ñ�×ØÏ2ÉZÎ�ÚbÓ�Ò�È�É�Ù#ËxÊØàLÒ�×�ËxÎ1ËPÕ!Ò�È�É

Ù�Ó�Ù�Ò#ÉZÝ ÖEîqÛ�×�Ù�á!ÉZÊØÊ�Þ�ßLÉ�ù�Î�Ézß�ÍPÎ�ß�×�Ù�Ézõbà.ÍPÊ4Ò#Ë

∆w = −F ′
µ(w)−1Fµ(w).

Ö�ò � Û
Ç�È�É�Ê�ËqÌcÍPÊºÍxÙ�ÓqÝ�ÜLÒ#ËxÒ�×�Ì�Ú�ÉZÈ.ÍcÏq×�ËxÐ3ËPÕ5Ò�È�É3ÕfÉcÍxÙ�×ØÚLÊ�É�ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊº×ØÎbÒ#ÉZÐ�×�ËxÐ�Þ�Ü�Ëx×ØÎbÒ3Ý�ÉZÒ�È�Ë7ß�×�Ù9Ù#Ò�à�ß�×�Ézß ù�Ð#Ù�Ò

ÕfËxÐ�ÌzËxÎ�ÌcÍzÏ2É�ÚL×ØÎ�ß�×ØÎLÑ�×ØÎ�Ézõbà.ÍPÊØ×ØÒ�×�ÉzÙoô
��� ;�4 Ç�È�É3ÕEàLÎ�ÌZÒ�×�ËxÎ�Ù

gi

ø�ÕfËxÐ
i ∈ {1, . . . ,mg}

Ù�à�Ì#È Ò�È.ÍPÒ
gi(x∗) = 0

ø(ÍPÐ#É�ÌzËxÎ�ÌcÍzÏ2É�ô
Ç�È�É
ÝAÍP×ØÎÔÜ.ÍPÐ�ÒUËPÕ9Ò�È�É ÍPÎ.ÍPÊØÓ7Ù�×�Ù�×�ÙUÙ�Ü�ÉZÎbÒ�ÜLÐ#ËcÏ7×ØÎLÑ1Í�Ê�Ëoá�ÉZÐ�Ú�ËxàLÎ�ß�ÕfËxÐ�Ò�È�É Ê�ÉZÎLÑ�Ò�ÈãËPÕ9Ò�È�É�Ù�Ò#ÉZÜÔÙ�×N�cÉ

Ü.ÍPÐ�ÍPÝ�ÉZÒ#ÉZÐ
αk

ô4��ËxÐ6Ò�ÈL×�Ù9Ð#ÉzÙ�àLÊØÒ6á�É�ßLË�Î�ËxÒ6Î�ÉzÉzß
τk

ÍPÎ�ß
µk

Ò#ËAÙ$ÍPÒ�×�Ù�ÕEÓ�Ò�È�É�ÜLÐ#ÉzÌZ×�Ù#É�ËxÐ#ßLÉZÐ#ÙyËPÕ5ÝAÍPÑ�ÎL×ØÒ�à�ßLÉ
Ñ�×ØÏ2ÉZÎã×ØÎãÒ�È�É�Ú�ËxàLÎ�ßLÙ
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Ù�à�÷AÌZ×�ÉZÎqÒ�ÊØÓÔÙ#ÝAÍPÊØÊ9ÍPÎ�ß
τkÙ�à�÷AÌZ×�ÉZÎqÒ�ÊØÓ�ÌZÊ�Ë�Ù#É3Ò#Ë�ËxÎ�É�ô
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w0 ∈ N (w∗; ε),
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1 − αk ≤ (1 − τk) + κζ(‖F0(wk)‖ + µk‖ê‖),
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� �/������� �º×ØÐ#Ù�Ò�á!É�È.ÍzÏ2É�Ò#Ë�Ù#ÉZÒ
ε = εns

ø�á�È�ÉZÐ#É
εns

×�Ù�Ñ�×ØÏ2ÉZÎ�×ØÎ�úSÉZÝ�ÝAÍx��ô ó�ô
�yÙ�×ØÎLÑ�Ö�ò � Û�ø�Ö0�2Û�ø�Ö�òZîqÛ�øþÖ�òJ��Û�ø�Ö�ò �2Û�øSÍPÎ�ß Ö�ò	�2Û6Ù#Ézõqà�ÉZÎbÒ�×GÍPÊØÊØÓ2ø4×ØÒ3×�Ù3ÉcÍxÙ�×ØÊØÓ�ßLÉZÐ�×ØÏ2ÉzßñÒ�È�É�ÕfËxÊØÊ�Ëcá�×ØÎLÑ Ú�ËxàLÎ�ß

ÕfËxÐ�Ò�È�É�ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊ=Ù#Ò#ÉZÜ �

‖∆wk‖ = ‖F ′
µ(wk)

−1Fµ(wk)‖

≤ ‖Fµ(wk)
−1‖(‖F0(wk)‖ + µk‖ê‖)

≤ ζ(γ‖wk − w∗‖ + µk‖ê‖)

≤ ζ(γε + µk‖ê‖).

Ç�Èqà�Ùcø4Õ�Ð#ËxÝ Ò�È�É�ÌzËxÎ�ß�×ØÒ�×�ËxÎ Ö�ò	�2Û�ËxÎ�Ò�È�É�Ù�×N�cÉ�ËPÕ
µk

øºÍPÎ�ßñÑ�×ØÏ2ÉZÎâÍ ÌzËxÎ�Ù�Ò�ÍPÎqÒ
η > 0

øJËxÎ�É�ÌcÍPÎ8Ð#Ézß�à�ÌzÉ
ε
×�Õ

Î�ÉzÌzÉzÙ#Ù$ÍPÐ�Ó
Ù�à�Ì�È�Ò�È.ÍPÒ
‖∆wk‖ ≤ η.

Öfó�òoÛ
ûiÎ Ü.ÍPÐ�Ò�×�ÌZàLÊGÍPÐcø�×ØÒ�×�Ù�Ü�Ë�Ù#Ù#×ØÚLÊ�É3Ò#Ë�Ì#È�Ë7Ë�Ù#É�ÍUÙ�à�÷AÌZ×�ÉZÎqÒ�ÊØÓ�Ù�ÝAÍPÊØÊ

ε
Ù#à�Ì#È�Ò�È.ÍPÒ

κ‖∆wk‖ ≤ τk,
Öfó�ó2Û

á�È�ÉZÐ#É
κ
×�Ù�ßLÉ�ù�Î�Ézß ÚqÓ

κ
def
= max

{

κ2

1 − σ
, κ1 + κ1c1η + c1

}

.

Ç�È�É�ÌzËxÎ�Ù#Ò�ÍPÎbÒ#Ù
κ1

ÍPÎ�ß
κ2

ÍPÐ#É3Ñ�×ØÏ2ÉZÎ
ÚbÓ

κ1 = 2max

{

1

(z∗)i
: (z∗)i > 0, i ∈ {1, . . . ,mg}

}

ÍPÎ�ß
κ2 = 2M∇g max

{

−
1

gi(x∗)
: gi(x∗) < 0, i ∈ {1, . . . ,mg}

}

,

á�È�ÉZÐ#É
M∇g

×�Ù9ÍPÎ�àLÜLÜ�ÉZÐ�Ú�ËxàLÎ�ß
ËxÎ�Ò�È�É�Ù�×N�cÉ�ËPÕ
∇g
×ØÎ

N (x∗; ε)
ô

��Éñß�×ØÏ7×�ßLÉ�Ò�È�ÉñÜLÐ#ËqËPÕ�×ØÎ Òiá�ËãÙ#ÉZÜ.ÍPÐ�ÍPÒ#É8ÌcÍxÙ#ÉzÙ ��Ò�È�ÉñÌcÍxÙ#É�á�È�ÉZÐ#ÉñÒ�È�ÉñÙ�Ò#ÉZÜ Ê�ÉZÎLÑ�Ò�È ×�Ù ßLÉ�ù�Î�Ézß ÚqÓ Í
Ý�àLÊØÒ�×ØÜLÊØ×�ÉZÐyÍPÎ�ß Ò�È�É�ÌcÍxÙ�É3á�È�ÉZÐ#É�Ò�È�É�Ù�Ò#ÉZÜ Ê�ÉZÎLÑ�Ò�È�×�Ù�ßLÉ�ù�Î�Ézß�ÚbÓ ÍPÎ�×ØÎ�Ézõqà.ÍPÊØ×ØÒ�Ó2ô

� ���
��� ���6�/��� 
.�6" ����,��%

� ��� (!� 	 ,��6(  
	$� � *!�'

��" �������6� û�ÎAÒ�ÈL×�Ùþù�Ð#Ù#Ò�ÌcÍxÙ#É9á�É3ÍxÙ#Ù�àLÝ�É�Ò�È.ÍPÒ!Ò�È�ÉZÐ#É
É�
�×�Ù�Ò#Ù9ÍPÎ ×ØÎ�ßLÉ�


i ∈ {1, . . . ,mg}
ÕfËxÐ�á�ÈL×�Ì#È

(∆zk)i < 0
ÍPÎ�ß

αk = −τk

(zk)i
(∆zk)i

.

û�Õ
i
×�Ù�Ù�à�Ì#È
Ò�È.ÍPÒ

(z∗)i > 0
Ò�È�ÉZÎSø�Õ�Ð#ËxÝ;Ò�È�É�ßLÉ�ù�ÎL×ØÒ�×�ËxÎ�ËPÕ

κ
ÍPÎ�ß
ÕEÐ#ËxÝ Öfó�ó2Û�ø

αk = τk

(zk)i
−(∆zk)i

≥
τk

κ‖∆wk‖
≥ 1.

� È�ÉZÎ
(z∗)i = 0

ÖfÍPÎ�ß
gi(x∗) < 0

Û�ø�á�É�ÝAÍPæ2É�à�Ù�É�ËPÕºÒ�È�É�ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊ=ÚLÊ�ËqÌ�æ
Ézõqà.ÍPÒ�×�ËxÎ'Ö�Ù�ÉzÉ�Ö �2Û�Û

−Zk∇g(xk)
>∆xk − G(xk)∆zk = G(xk)zk + µke,

Ò#ËUá�Ð�×ØÒ#É
−(zk)i∇gi(xk)

>∆xk − gi(xk)(∆zk)i = gi(xk)(zk)i + µk,
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ËxÐ�ÉzõqàL×ØÏxÍPÊ�ÉZÎqÒ�ÊØÓ2ø

−
(∆zk)i
(zk)i

= 1 +
µk

gi(xk)(zk)i
+ pi

k

á�×ØÒ�È

pi
k =

∇gi(xk)
>∆xk

gi(xk)
≤

|∇gi(xk)
>∆xk|

−gi(xk)
≤ κ‖∆wk‖.

Ç�Èqà�Ùcø�Ù�×ØÎ�ÌzÉ
µk/(gi(xk)(zk)i) < 0

ø

−
(∆zk)i
(zk)i

≤ 1 + κ‖∆wk‖

ÍPÎ�ß
αk = τk

(zk)i
−(∆zk)i

≥
τk

1 + κ‖∆wk‖
≥ τk(1 − κ‖∆wk‖).
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×ØÎ�Ò�È�É�ÌcÍxÙ#É

αk = τkᾱ
i
k,

ÕfËxÐ�Ù#ËxÝ�É�×ØÎ�ßLÉ�

i ∈ {1, . . . ,mg}

ô�å!Ó�ÍPÜLÜLÊØÓ7×ØÎLÑ�Ò�È�É�Ý�ÉcÍPÎ�Ï�ÍPÊØà�É3Ò�È�ÉzËxÐ#ÉZÝ�ø�á!É�È.ÍzÏ2É

ri
k − gi(xk) = gi(xk + ᾱi

k∆xk) − gi(xk) = ᾱi
k∇gi(xk + tikᾱ

i
k∆xk)

>∆xk,

ÕfËxÐ�Ù#ËxÝ�É
tik ∈ (0, 1)

ø(ÍPÎ�ß Ò�È�É�Ù�Ò#ÉZÜ Ê�ÉZÎLÑ�Ò�È
ᾱi

k

ÌcÍPÎ�Ú�É3á�Ð�×ØÒ�Ò#ÉZÎ�ÍxÙ

ᾱi
k =

ri
k − gi(xk)

∇gi(xk + tikᾱ
i
k∆xk)>∆xk

.

�q×ØÎ�ÌzÉ
−ri

k ≤ σ(−gi(xk))
ø�Ú�ËxÒ�È'Ò�È�ÉAÎqàLÝ�ÉZÐ�ÍPÒ#ËxÐAÍPÎ�ß1Ò�È�É
ßLÉZÎ�ËxÝ�×ØÎ.ÍPÒ#ËxÐ�×ØÎ'Ò�ÈL×�Ù�É�
�ÜLÐ#ÉzÙ#Ù�×�ËxÎâÕfËxÐ

ᾱi
k

ÍPÐ#É
Ü�Ë�Ù�×ØÒ�×ØÏ2É�ô
û�Õ

i
×�Ù�Ù�à�Ì#È
Ò�È.ÍPÒ

gi(x∗) < 0
Ò�È�ÉZÎSø�ÕEÐ#ËxÝ Ò�È�É�ßLÉ�ù�ÎL×ØÒ�×�ËxÎ�Ù6ËPÕ

κ2

ÍPÎ�ß
κ
ÍPÎ�ß�Õ�Ð#ËxÝ Öfó�ó2Û�ø

αk = τkᾱ
i
k ≥ τk

(1 − σ)(−gi(xk))

∇gi(xk + tikᾱ
i
k∆xk)>∆xk

≥ τk

(1 − σ)(−gi(xk))

‖∇gi(xk + tikᾱ
i
k∆xk)‖ ‖∆xk‖

≥ τk

(1 − σ)

κ2‖∆wk‖

≥
τk

κ‖∆wk‖

≥ 1.

� È�ÉZÎ
gi(x∗) = 0

ÖfÍPÎ�ß
(z∗)i > 0

Û�øLá�É�Ý�à�Ù�Ò�ù�Ð#Ù�Ò9ÍxßLß�ÍPÎ�ß�Ù�àLÚLÒ�Ð�ÍxÌZÒ
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k

(∆zk)i
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k + ri

k

µk

gi(xk)(zk)i
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−∇gi(xk)
>∆xk = gi(xk)

(∆zk)i
(zk)i

+ gi(xk) + gi(xk)
µk

gi(xk)(zk)i
.
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gi(xk) − ri

k

ø�Ò�ÈL×�Ù�Ð#ÉzÙ�àLÊØÒ#Ù9×ØÎ

−
∇gi(xk)

>∆xk

gi(xk)> − ri
k

=
(∆zk)i
(zk)i

+ 1 +
µk

gi(xk)(zk)i

+
ri
k

gi(xk) − ri
k

(∆zk)i
(zk)i

+
ri
k

gi(xk) − ri
k

+
µkr

i
k

gi(xk)(zk)i(gi(xk) − ri
k)

.
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Õ�Ð#ËxÝ Ö�ò�òoÛ�ø

ri
k

gi(xk) − ri
k

≤ c1‖∆wk‖,

á!É�ËxÚLÒ�ÍP×ØÎSø�Õ�Ð#ËxÝ Öfó�òoÛ�ø

−
∇gi(xk)

>∆xk

gi(xk)> − ri
k

≤ 1 + κ1‖∆wk‖ + κ1c1‖∆wk‖
2 + c1‖∆wk‖

≤ 1 + (κ1 + κ1c1η + c1)‖∆wk‖

≤ 1 + κ‖∆wk‖.

ÿyËcá�øLÕEÐ#ËxÝ Ò�È�É�ÌzËxÎ�ÌcÍcÏq×ØÒiÓ�ËPÕ
gi

øLá�É�ßLÉZÐ�×ØÏ2É

−
∇gi(xk + tikᾱ

i
k∆xk)

>∆xk

gi(xk) − ri
k

= −
∇gi(xk + tikᾱi∆xk)

>∆xk

gi(xk) − ri
k

+
∇gi(xk)

>∆xk

gi(xk) − ri
k

−
∇gi(xk)

>∆xk

gi(xk) − ri
k

=
[∇gi(xk + tikᾱ

i
k∆xk) −∇gi(xk)]

>∆xk

ri
k − gi(xk)

−
∇gi(xk)

>∆xk

gi(xk) − ri
k

≤ −
∇gi(xk)

>∆xk

gi(xk) − ri
k

Öfó\�2Û

≤ 1 + κ‖∆wk‖

ÍPÎ�ß

τkᾱ
i
k = τk

ri
k − gi(xk)

∇gi(xk + tikᾱ
i
k∆xk)>∆xk

≥
τk

1 + κ‖∆wk‖
≥ τk(1 − κ‖∆wk‖).

� �-,�����*��
��� ,+� ü!ËxÝ�ÚL×ØÎL×ØÎLÑ�ÍPÊØÊ=Ò�È�É�ÕfËxàLÐ�Ú�ËxàLÎ�ßLÙ6ßLÉZÐ�×ØÏ2Ézß
Õ�ËxÐ
αk

ÖEÒ�á!ËA×ØÎ�ÉcÍxÌ#ÈñÌcÍxÙ#É�ÌzËxÎ�Ù�×�ßLÉZÐ#Ézß.Û�ø�ËxÎ�É
ËxÚLÒ�ÍP×ØÎ�Ù

αk ≥ min{1, τk(1 − κ‖∆wk‖)} = τk(1 − κ‖∆wk‖) ≥ τk − κ‖∆wk‖.Ç�È�É!ÊGÍxÙ�Ò�×ØÎ�Ézõqà.ÍPÊØ×ØÒ�Ó�ÍPÚ�ËoÏ2É�×�Ù�Ú.ÍxÙ#ÉzßUËxÎ�Ò�È�É�Õ�ÍxÌZÒ�Ò�È.ÍPÒ
τk < 1

ÕfËxÐ�ÍPÊØÊ
k
ÜLÐ#ËcÏ7×�ßLÉzß

ε
×�Ù5Ì#È�Ë�Ù�ÉZÎUÙ#ÝAÍPÊØÊ�ÉZÎ�ËxàLÑ�ÈSô

�º×ØÎ.ÍPÊØÊØÓ2ø�Õ�Ð#ËxÝ;Ò�ÈL×�Ù�Ê�Ëoá�ÉZÐ9Ú�ËxàLÎ�ß�ËxÎ
αk

ø�á!É�Ñ2ÉZÒ

0 ≤ 1 − αk ≤ (1 − τk) + κ‖∆wk‖ ≤ (1 − τk) + κζ(‖F0(wk)‖ + µk‖ê‖),

�



á�ÈL×�Ì�È�ÌzËxÎ�ÌZÊØà�ßLÉzÙ�Ò�È�É�ÜLÐ#ËqËPÕ5ËPÕºÒ�È�É3Ê�ÉZÝ�ÝAÍ�ô
◦

��É3ÌcÍPÎ Ù�Ò�ÍPÒ#ÉyÎ�Ëcá Ò�È�É3õ2öqõbà.Íxß�Ð�ÍPÒ�×�ÌyÐ�ÍPÒ#É3ËPÕJÊ�Ë7ÌcÍPÊ4ÌzËxÎbÏ2ÉZÐ�Ñ2ÉZÎ�ÌzÉ�ËPÕ �9ÊØÑ2ËxÐ�×ØÒ�ÈLÝ;ó�ôØò�ô�Ç�È�ÉyÜLÐ#Ë7ËPÕ=ÌcÍPÎ�Ú�É
ÕfËxàLÎ�ßñ×ØÎãíØòcóPïþÍPÎ�ßñá�É�ßLÉzÙ#ÌZÐ�×ØÚ�ÉU×ØÒ3ÚLÐ�×�É���Ó
ÕfËxÐ�ÌzËxÝ�ÜLÊ�ÉZÒ#ÉZÎ�ÉzÙ#ÙcôUû�Ò3×�Ù3×ØÎñÒ�ÈL×�Ù�Ü.ÍPÐ�Ò�ËPÕ!Ò�È�ÉUÒ�È�ÉzËxÐ�Ó
Ò�È.ÍPÒ�ËxÎ�É
à�Ù#ÉzÙ�Ò�È�ÉyÕfÍxÌZÒ�Ò�È.ÍPÒ

τk

ÍPÎ�ß
µk

Ù�ÍPÒ�×�Ù�Õ�ÓAÒ�È�É�ËxÐ#ßLÉZÐ#Ù9ËPÕºÝAÍPÑ�ÎL×ØÒ�à�ßLÉ�Ñ�×ØÏ2ÉZÎ�×ØÎ�Ò�È�É3Ú�ËxàLÎ�ßLÙ�Ö�òcó2Û�ÍPÎ�ß�Ö�ò	�2Û�ô
� � �����/��� 9=��� � çzé

x∗ � ç6êh�/�	�5
(é2���2� �����R�-�'��� �-�;�<��é��R�	
/�K�#"	$D� N@���xë?(�ê	
*( w∗ = (x∗, y∗, z∗)
ì#QA�	
/���R(bç-�

êC�zç1S7�Lç-
P��ç
{wk = (xk, yk, zk)}

Bbç-
�ç-��ê2é�ç1( � L é��LçA�cç�êD�-� � ë�ç=�*�-�5��êxëUTV(2��êxëW��
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�Zê�é��5�5b�ç�� Fdc G%T Ffe G ê	
*( F "]"�G ê	
*(
τk

ê	
*(
µk

�zê�é��3����L F "	^7G�ê	
P( F "2&�Gg.�é���ç-
âé���ç-�#ç
ç102�3�Zé���êI���	����é��54Pç!�6�2
/��é�ê	
(é

ε
�5
P(bçf�Lç-
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k
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w0 ∈ N (w∗; ε),

é���ç'�cç1S���ç-
*��ç
{wk}

�5�9��ç�ëEë,(bç�bK
�ç6( ê	
*(��6�	
 4Pç���Bbç-��é �
w∗

ì��[�	�#ç1�	4Pç-��. ��ç'�7ê24Pç

‖wk+1 − w∗‖ ≤ ν‖wk − w∗‖
2,

ÖfóPîqÛ
�7�	��êxëEëW�Eé�ç���ê�é�ç-�

k
. ����ç-�#ç

ν
�5��ê9���D�-�Eé���4Pç!�6�	
 ��é�ê	
.é ��
*(bçf�Lç�
*(bç-
.é �i�

k
ì

� �/������� úJÉZÒ�à�Ù9ÍxÙ#Ù�àLÝ�É3Ò�È.ÍPÒ
‖wk − w∗‖ < ε

ô�å!Ó
ÍPÜLÜLÊØÓ7×ØÎLÑ�Ö ��Û�øJÖ�ò � Û�øJÖ0�2Û�ø(ÍPÎ�ß1Ö�òZîqÛ�øLá�É�ËxÚLÒ�ÍP×ØÎ

wk+1 − w∗ = (wk − w∗) + αk∆wk

= (1 − αk)(wk − w∗)

+ αkF
′
µk

(wk)
−1[F0(w∗) − F0(wk) − F ′

µk
(wk)(w∗ − wk) + µkê].

ÿyËcá�øLà�Ù#×ØÎLÑ
Öfó\�2Û�øJÖ�ò �2Û�øJÖ�òJ��Û�ø.ÍPÎ�ß
αk ≤ 1

øLá�É�È.ÍcÏ2É�øLÕfËxÐ9ÍUÙ�à�÷AÌZ×�ÉZÎbÒ�ÊØÓ�Ù#ÝAÍPÊØÊ
ε
ø

‖wk+1 − w∗‖ ≤ (1 − αk)‖wk − w∗‖

+ αk‖F
′
µk

(wk)−1‖ ‖F0(w∗) − F0(wk) − F ′
µk

(wk)(w∗ − wk)‖

+ αkµk‖F
′
µk

(wk)
−1‖ ‖ê‖

≤ [(1 − τk) + κζ‖F0(wk)‖ + κζ‖ê‖µk] ‖wk − w∗‖

+
ζγ

2
‖wk − w∗‖

2 + ‖ê‖ζµk.

��É1ÍPÊ�Ù�ËãæqÎ�Ëoá�ÎèÒ�È.ÍPÒ
τk

ÍPÎ�ß
µk

Ù�ÍPÒ�×�Ù�Õ�Ó Ö�òcó2Û ÍPÎ�ß Ö�ò	�2Û�ô Ç�Èqà�Ùcø3à�Ù�×ØÎLÑ Ò�È�ÉñÕ�ÍxÌZÒ�Ò�È.ÍPÒ
‖F0(wk)‖ =

‖F0(wk) − F0(w∗)‖ ≤ γ‖wk − w∗‖
ø.á�ÉUÍxÙ#Ù�àLÐ#É�Ò�È�É�É�
�×�Ù�Ò#ÉZÎ�ÌzÉ�ËPÕþÍ�ÌzËxÎ�Ù#Ò�ÍPÎbÒ

ν > 0
×ØÎ�ßLÉZÜ�ÉZÎ�ßLÉZÎbÒ�ËPÕ5Ò�È�É

×ØÒ#ÉZÐ�ÍPÒ#ÉzÙ�Ù#à�Ì#È�Ò�È.ÍPÒ�ÖfóPîqÛ�È�ËxÊ�ßLÙcôþû�Ò�×�Ù�Ü�Ë�Ù#Ù�×ØÚLÊ�É3Ò#ËUÜLÐ#ËcÏ2É�ÚbÓ
×ØÎ�ß�à�ÌZÒ�×�ËxÎ�Ò�È.ÍPÒ
{wk}

ÌzËxÎqÏ2ÉZÐ�Ñ2ÉzÙ9Ò#Ë
w∗

ø�×�Õ
ε
×�Ù

Ì�È�Ë�Ù#ÉZÎ�Ù�à�÷AÌZ×�ÉZÎbÒ�ÊØÓUÙ�ÝAÍPÊØÊ�ôºÇ�È�É�×ØÎ�Ézõqà.ÍPÊØ×ØÒ�Ó�ÖfóPîqÛ=Ù�È�Ëcá�Ù�Ò�È.ÍPÒ�Ò�È�É�Ê�ËqÌcÍPÊLÌzËxÎbÏ2ÉZÐ�Ñ2ÉZÎ�ÌzÉ�Ð�ÍPÒ#É�×�Ùºõ2öqõbà.Íxß�Ð�ÍPÒ�×�Ì�ô
◦

� ����� ¿�Â�¿�Å=Â�¿�Å � ��� Å ���.�

Ç�È�ÉñÌzËxÎ�ÌcÍcÏq×ØÒiÓªËPÕ�Ò�È�É�×ØÎ�Ézõqà.ÍPÊØ×ØÒ�ÓªÌzËxÎ�Ù#Ò�Ð�ÍP×ØÎbÒ
ÕEàLÎ�ÌZÒ�×�ËxÎ�Ù�á�ÍxÙ�Ð#ÉzõbàL×ØÐ#Ézßª×ØÎ Öfó\�2Û�á�È�ÉZÎ Ò�È�É�ÚL×ØÎ�ß�×ØÎLÑ
ÌzËxÎ�Ù�Ò�Ð�ÍP×ØÎqÒyÕEàLÎ�ÌZÒ�×�ËxÎ

gi

á!ÍxÙyÐ#ÉzÙ�Ü�ËxÎ�Ù�×ØÚLÊ�É�ÕfËxÐ9Ò�È�É�Ù�Ò#ÉZÜñÙ�×N�cÉ
αk

ô �yËcá�ÉZÏ2ÉZÐcø4ËxÎ�É�ÌcÍPÎñÙ#ÉzÉ�Ò�È.ÍPÒyÒ�È�É�Ý�ÉZÒ�È�Ë7ß

ò	�



Ð#ÉZÒ�ÍP×ØÎ�Ù9Í�õ2öqõbà.Íxß�Ð�ÍPÒ�×�Ì3Ð�ÍPÒ#Éy×ØÎ Ò�È�ÉyÎ�ËxÎ�ÌzËxÎ�ÌcÍzÏ2É�ÌcÍxÙ#É�ÍxÙ!Ê�ËxÎLÑAÍxÙ�Ò�È�ÉZÐ#É�É�
7×�Ù�Ò#Ù�Í�Ü�Ë�Ù�×ØÒ�×ØÏ2É�ÌzËxÎ�Ù�Ò�ÍPÎbÒ
β
Ù�à�Ì�È

Ò�È.ÍPÒ
ri
k − gi(xk) = gi(xk + ᾱi

k∆xk) − gi(xk) ≥ βᾱi
k‖∆xk‖

Öfó��2Û
ÕfËxÐ9ÍPÊØÊ

k
ÍPÎ�ß
ÍPÊØÊ4×ØÎ�ß�×�ÌzÉzÙ

i
ÌzËxÐ�Ð#ÉzÙ�Ü�ËxÎ�ß�×ØÎLÑ�Ò#Ë

gi(x∗) = 0
ô5û�Î�Õ�ÍxÌZÒcø�ËxÎ�É3á!ËxàLÊ�ß�Ñ2ÉZÒ

[∇gi(xk + tikᾱ
i
k∆xk) −∇gi(xk)]

>∆xk

ri
k − gi(xk)

≤
L∇gi

β
‖∆xk‖,

á�È�ÉZÐ#É
L∇gi

×�Ù�Ò�È�É�ú4×ØÜ�Ù#Ì�ÈL×ØÒ
��ÌzËxÎ�Ù�Ò�ÍPÎqÒ9ËPÕºÒ�È�É�ÕEàLÎ�ÌZÒ�×�ËxÎ
∇gi

×ØÎ
N (x∗; ε)

ô�Ç�È�ÉZÎSø

1

ᾱi
k

= −
∇gi(xk + tikᾱ

i
k∆xk)

>∆xk

gi(xk) − ri
k

≤ 1 + [(κ1 + κ1c1η + c1) + L∇gi
/β)] ‖∆wk‖

≤ 1 + κ‖∆wk‖,

ÍWÕ�Ò#ÉZÐ9ÍPÎ�ÍPÜLÜLÐ#ËxÜLÐ�×GÍPÒ#É�Ð#ÉzßLÉ�ù�ÎL×ØÒ�×�ËxÎ�ËPÕ
κ
ô

Ç�È�É�Ú�ËxàLÎ�ß1Öfó��2Û�×�Ù9Ù�ÍPÒ�×�Ù�ù.Ézß
ÍxÙ�Ê�ËxÎLÑ
ÍxÙ

lim inf
k−→+∞

∇gi(xk)
> ∆xk

‖∆xk‖
= 2β > 0.

Öfó��2Û

Ç=Ë�Ù#ÉzÉ3á�ÈbÓ�Ò�ÈL×�Ù�×�Ù�Ò�Ð�à�É�Ê�ÉZÒ�à�Ù�É�
�Ü.ÍPÎ�ß
gi(xk + ᾱi

k∆xk)
ÍPÐ#ËxàLÎ�ß

xk

�

gi(xk + ᾱi
k∆xk) − gi(xk) = ᾱi

k∇gi(xk)
>∆xk +

(ᾱi
k)

2

2
∆x>

k ∇
2gi(xk + si

kᾱ
i
k∆xk)∆xk,

ÕfËxÐ�Ù#ËxÝ�É
si
k ∈ (0, 1)

ô �q×ØÎ�ÌzÉ�á!É�ÍPÐ#É�ËxÎLÊØÓ
Ê�ËqËxæ7×ØÎLÑ ÍPÒ�Ò�È�É�ÌcÍxÙ�ÉzÙ�á�È�ÉZÐ#É
ᾱi

k ≤ 1
ø�ËxÎ�É�ÌcÍPÎ�Ù#ÉzÉ�Ò�È.ÍPÒ

gi(xk + ᾱi
k∆xk) − gi(xk)

ᾱi
k‖∆xk‖

≥ β

ÍxÙ�Ê�ËxÎLÑ
ÍxÙ

‖∆xk‖ ≤ ‖∆wk‖ ≤
2β

M∇2gi

,

á�È�ÉZÐ#É
M∇2gi

×�Ù ÍPÎªàLÜLÜ�ÉZÐ Ú�ËxàLÎ�ßªËxÎ Ò�È�É
Ù#×N�cÉ
ËPÕ�Ò�È�É �yÉzÙ#Ù�×GÍPÎ
∇2gi

×ØÎ
N (x∗; ε)

ø�Ð#ÉzõqàL×ØÐ�×ØÎLÑÔÍPÑbÍP×ØÎ Í
Ð#ÉzßLÉ�ù�ÎL×ØÒ�×�ËxÎ�ËPÕ

κ
ô

ûiÎªËxàLÐ
ÜLÐ#ÉZÊØ×ØÝ�×ØÎ.ÍPÐ�Ó ÎqàLÝ�ÉZÐ�×�ÌcÍPÊ�Ò#ÉzÙ�Ò�×ØÎLÑ'á�×ØÒ�ÈªÒ�È�É
Õ�ÉcÍxÙ#×ØÚLÊ�É�ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊ�×ØÎbÒ#ÉZÐ�×�ËxÐ�Þ�Ü�Ëx×ØÎbÒ Ý�ÉZÒ�È�Ë7ßªá�É
È.ÍcÏ2É�ÌZÊ�ÉcÍPÐ�ÊØÓ
ËxÚ�Ù�ÉZÐ�Ï2Ézß
È�Ëoá�ÌzËxÎ�ß�×ØÒ�×�ËxÎãÖfó��2Û�Õ�ËxÐ3Ù�ÝAÍPÊØÊJÏ�ÍPÊØà�ÉzÙyËPÕ

β
ßLÉZÒ#ÉZÐ�×�ËxÐ�ÍPÒ#Ézß�Ò�È�É�ÌzËxÎbÏ2ÉZÐ�Ñ2ÉZÎ�ÌzÉUËPÕ�Ò�È�É

Ý�ÉZÒ�È�Ë7ß4ô > ÉzÌZÐ#ÉcÍxÙ�×ØÎLÑUÏxÍPÊØà�ÉzÙ!ËPÕ
β
ÌcÍPà�Ù�ÉzßAÒ�È�É6Ý�ÉZÒ�È�Ëqß Ò#Ë�Ò�ÍPæ2É9Ê�ËxÎLÑ2ÉZÐ�Ò#ËUÍxÌ#ÈL×�ÉZÏ2ÉyÒ�È�É9Ð#ÉZÑ�×�ËxÎ�ËPÕSÕ�ÍxÙ�ÒþÊ�Ë7ÌcÍPÊ

ÌzËxÎqÏ2ÉZÐ�Ñ2ÉZÎ�ÌzÉ�ô
ü!ËxÎ�ß�×ØÒ�×�ËxÎ�Öfó��2Û�È.ÍxÙ!Î�Ë�×ØÎ ��à�ÉZÎ�ÌzÉy×�ÕSÒ�È�É6ÌzËxÎ�Ù#Ò�Ð�ÍP×ØÎbÒ�×�Ù!ÌzËxÎ�ÌcÍzÏ2ÉyÚ�ÉzÌcÍPà�Ù�É�øqÉZÏ2ÉZÎ
á�È�ÉZÎ�Ò�ÈL×�Ù�ÌzËxÎ�ß�×ØÒ�×�ËxÎ�×�Ù

Î�ËxÒ�Ù�ÍPÒ�×�Ù�ù.Ézß4øqÒ�È�É6ÌzËxÎ�ÌcÍcÏq×ØÒiÓ ËPÕSÒ�È�É�ÕEàLÎ�ÌZÒ�×�ËxÎ�ßLÉ�ù�ÎL×ØÎLÑUÒ�È�É6ÌzËxÎ�Ù�Ò�Ð�ÍP×ØÎqÒ�ÍPÊØÊ�Ëcá�Ù�Í�Ê�Ë7ÌcÍPÊØÊØÓUÕEàLÊØÊ�Ù�Ò#ÉZÜñÖ
αk = 1

Û
á�×ØÒ�È�Ð#ÉzÙ#Ü�ÉzÌZÒ�Ò#Ë�Ò�È.ÍPÒ6ÌzËxÎ�Ù�Ò�Ð�ÍP×ØÎbÒcô

ò�ò
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��ÉzÉZÜL×ØÎLÑ6Ò�È�É�×ØÒ#ÉZÐ�ÍPÒ#ÉzÙºÙ�Ò�Ð�×�ÌZÒ�ÊØÓyÕ�ÉcÍxÙ#×ØÚLÊ�É5á�×ØÒ�È�Ð#ÉzÙ�Ü�ÉzÌZÒSÒ#Ë�Ò�È�Éþ×ØÎ�Ézõbà.ÍPÊØ×ØÒiÓ�ÌzËxÎ�Ù�Ò�Ð�ÍP×ØÎbÒ#Ù=×ØÎ�Ò�È�Éþá!ÍzÓ�Ð#ÉzõqàL×ØÐ#Ézß
ÕfËxÐ�Ò�È�É3ÕfÉcÍxÙ�×ØÚLÊ�É�ÜLÐ�×ØÝAÍPÊ�Þ�ß�à.ÍPÊ=×ØÎbÒ#ÉZÐ�×�ËxÐ�Þ�Ü�Ëx×ØÎbÒ3Ý�ÉZÒ�È�Ëqß�×�Ù9ÍUÎbàLÝ�ÉZÐ�×�ÌcÍPÊØÊØÓ�É�
7Ü�ÉZÎ�Ù�×ØÏ2É3ÜLÐ#Ë7ÌzÉzß�àLÐ#É�ô�Ç�È�É�É�
LÍxÌZÒ
ÌzËxÝ�ÜLàLÒ�ÍPÒ�×�ËxÎ ËPÕyÒ�È�É Ù�Ò#ÉZÜ Ù#×N�cÉ�á�ËxàLÊ�ß Ð#ÉzõqàL×ØÐ#É�Ò�È�É�Ù#ËxÊØàLÒ�×�ËxÎªËPÕ3Í�ÎbàLÝ�Ú�ÉZÐ
ËPÕyÎ�ËxÎLÊØ×ØÎ�ÉcÍPÐ Ézõbà.ÍPÒ�×�ËxÎ�ÙAÜ�ÉZÐ
×ØÒ#ÉZÐ�ÍPÒ�×�ËxÎSô�Ç�È�É�×ØÎ�É�
�ÍxÌZÒ6Ð#ÉzõqàL×ØÐ#ÉZÝ�ÉZÎbÒ#ÙAÖ�ò�òoÛ6Ù�Ò�ÍPÒ#Ézß
ÕfËxÐ6Ò�È�ÉUÙ�×N�cÉ�ËPÕ�Ò�È�É�Ð#ÉzÙ�×�ß�à.ÍPÊ5ËPÕ�Ò�È�É�Ézõqà.ÍPÒ�×�ËxÎ8Ù#ËxÊØÏ2ÉZÐ#Ù
ßLË�ÍPÊØÊ�ÉZÏ7×GÍPÒ#É6Ò�È�É�ÌzËxÝ�ÜLàLÒ�ÍPÒ�×�ËxÎ.ÍPÊ�ÚLàLÐ#ßLÉZÎSøbÚLàLÒ�Î�ËxÒ�ÚbÓ�Ý�à�Ì#ÈSô�Ç�È�É9ÜLÐ#ËxÜ�Ë�Ù#Ézß�Ý�ÉZÒ�È�ËqßAá�ËxàLÊ�ß
ËxÎLÊØÓ�Ú�ÉzÌzËxÝ�É
É�÷AÌZ×�ÉZÎqÒ�ÕfËxÐ!Í�Ù�ÝAÍPÊØÊ�ÎbàLÝ�Ú�ÉZÐ�ËPÕS×ØÎ�Ézõbà.ÍPÊØ×ØÒiÓAÌzËxÎ�Ù�Ò�Ð�ÍP×ØÎqÒ#Ù�ËxÐþá�È�ÉZÎ
Ò�È�É6Ù�Ò�Ð�à�ÌZÒ�àLÐ#ÉyËPÕSÒ�È�É9ÕEàLÎ�ÌZÒ�×�ËxÎ�Ù�ßLÉ�ù�ÎL×ØÎLÑ
Ò�È�É�×ØÎ�Ézõqà.ÍPÊØ×ØÒ�Ó ÌzËxÎ�Ù�Ò�Ð�ÍP×ØÎqÒ#Ù6ÉcÍxÙ�ÉzÙ�Ò�È�É�Ù�Ò#ÉZÜ
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